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С позиций концепции «снизу – вверх» транспортной модели Ландауэра – Датты – Лунд-
строма строго выведены основные уравнения термоэлектричества с соответствующими  
транспортными коэффициентами для 1D проводников в баллистическом режиме и для 3D 
проводников в диффузионном режиме с произвольной дисперсией и любого масштаба. 
Процессы рассеяния учитывали феноменологически. В коэффициенте прохождения 

( ) ( ) / [ ( ) ] T E E E  L  среднюю длину свободного пробега описывали степенным зако-

ном. Подробно рассмотрены биполярную проводимость, закон Видемана – Франца и числа 
Лоренца, соотношение Мотта. В справочных целях в Приложении приведены термоэлек-
трические коэффициенты для 1D, 2D и 3D полупроводников с параболической дисперсией 
в баллистическом и диффузионном режимах через стандартные интегралы Ферми – Дирака. 
Ключові слова: нанофизика, наноэлектроника, молекулярная электроника, термоэлектри-
ческие коэффициенты, интегралы Ферми – Дирака. 

 
1. ВВЕДЕНИЕ 

 

Современная транспортная модель Ландауэра 
– Датты – Лундстрома (ЛДЛ) применительно к 
наноэлектронике изложена в [1, 2]. Модель ЛДЛ 
на многочисленных примерах обработки экспе-
риментальных данных показала свою эффектив-
ность при вычислении проводимости и других 
электрофизических свойств резисторов любой 
размерности, любого масштаба и произвольной 
дисперсии, работающих в баллистическом или 
диффузионном режиме как вблизи 0º K, так и 
при более высоких температурах. С позиций 
концепции «снизу – вверх» модели ЛДЛ в [3] 
рассмотрена физика термоэлектрических явле-
ний Зеебека и Пельтье и качественно обсуждены 
закон Видемана – Франца, числа Лоренца и ос-
новные уравнения термоэлектричества с соот-
ветствующими транспортными коэффициента-
ми. 

Теперь получим строгие результаты, сформу-
лированные без доказательства в [3], для 1D, 2D 
и 3D проводников с произвольной дисперсией и 
любого масштаба в режимах от баллистического 
до диффузионного, включая переходные режи-
мы. С подробными выкладками покажем как 
получаются термоэлектрические коэффициенты 
для 1D баллистического транспорта и для 3D 
диффузионного. Основным объектом обсужде-
ния будут n-проводники, вместе с тем покажем 
каким образом распространить результаты на р-
проводники. В рамках модели ЛДЛ рассмотрим 
биполярную проводимость, закон Видемана – 

Франца и числа Лоренца, соотношение Мотта. 
В заключение в справочных целях приведем 

сводку термоэлектрических коэффициентов для 
1D, 2D и 3D полупроводников с параболической 
дисперсией в баллистическом режиме, а также в 
диффузионном со степенным законом рассеяния, 
выраженных через стандартные интегралы Фер-
ми – Дирака. 

 
2. «ДВИЖУЩИЕ СИЛЫ» ЭЛЕКТРИЧЕСКОГО 

ТОКА 
 

Общее выражение для электрического тока 
[1, 2] 

 

  1 2
2

( ) ( )x
q

I I T E M E f f d
h

    E  (1) 

 

утверждает, что любые причины, вызываю-
щие различие между фермиевскими функциями 
контактов проводника, порождают ток, где T(E) 
– коэффициент прохождения, а ( )M E  – число 
мод проводимости. Знак «–» в этом выражении 
указывает, что ток считается положительным, 
если он входит в контакт 2 (рис. 5 [3]) в направ-
лении отрицательной полуоси х, электроны при 
этом движутся по проводнику слева – направо от 
контакта 1 к контакту 2 в направлении положи-
тельной полуоси х. 

Различают две «движущие силы», порож-
дающих ток: разность потенциалов и разность 
температур контактов. Электроны переносят как 
заряд, так и тепло. Зарядовый ток дается уравне-
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нием (1). Чтобы получить общее выражение для 
термотока, рассуждаем следующим образом. 
Электроны внутри контакта движутся при энер-
гии Е ≈ EF. Чтобы зайти в моду проводимости 
М(E) резистора со стороны истока S электрон 
должен выделить (EF > Е), а со стороны стока D 
– поглотить (ЕF < E) тепловую энергию в коли-
честве |Е – EF|. Выражение для термотока полу-
чается просто внесением (Е – EF)/q под знак ин-
теграла в (1), так что в итоге термоток 

 

  1 2
2

( ) ( ) ( )Q FI E E T E M E f f
h

   dE .  (2) 

 

Уравнения (1) и (2) есть общие выражения 
для зарядового тока и для термотока. Далее сра-
зу перейдем к рассмотрению тока в режиме ли-
нейного отклика 0 1 2 0( ) ( ) ( ) ( )f E f E f E f E    
[1]. 

На рис. 1 показан ход фермиевских функций 
f1 > f2 при одинаковой температуре контактов и 
∆V = V2 – V1 > 0, так что ток положительный. 

 
 

 
 

Рис. 1 - Качественный ход фермиевских функций при при-
ложении разности потенциалов к контактам, находящимся 
при одной и той же температуре. 

 
 

В этом случае знак тока не зависит от того, 
речь идет о n-проводнике или о p-проводнике. В 
режиме линейного отклика имеем [1] 

 

 0
1 2

f
f f q

E

      
V ,  (3) 

 

где фермиевское окно проводимости 
(- ∂f0/∂E) ≈ ± 2 kT, охватывающее равновесное 
значение электрохимического потенциала 
E = EF0, «фильтрует» электроны и пропускает в 
проводник только те из них, энергия которых 
лежит в пределах окна Ферми.  

Рис. 2 показывает ситуацию, когда электро-
химические потенциалы контактов одинаковы 

(EF1 = EF2: V2 = V1), а температура контактов раз-
ная с ∆Т = Т2 – Т1 > 0.  

 

 
 

Рис. 2. - Качественный ход фермиевских функций без при-
ложения разности потенциалов к контактам, находящимся 
при разных температурах. 

 

В этом случае f1 > f2 для энергий электронов 
ниже уровня Ферми (Е < EF) и f1 < f2 для энергий 
электронов выше уровня Ферми (Е > EF). На-
правление тока зависит от того, как расположе-
ны моды проводимости проводника: если выше 
уровня Ферми (n-проводник), ток положитель-
ный, если же ниже уровня Ферми (р-проводник), 
ток отрицательный (электроны движутся по про-
воднику справа – налево от контакта 2 к контак-
ту 1). В режиме линейного отклика разность 
фермиевских функций разложим в ряд Тейлора и 
ограничимся членом первого порядка 

 01
1 2 1 1

ff
f f f f T T

T T

                 
.  (4) 

 

Дифференцирование функции Ферми по тем-
пературе (ф-ла (28) в [1]) дает 

 0
1 2

Ff E E
f f T

E T

        
,  (5) 

 

где Т = (Т1 + Т2)/2. 
Действие обеих движущих сил – и разности 

электрохимических потенциалов и разности 
температур контактов иллюстрируется рис. 3. 

 

 
 

Рис. 3. - Качественный ход фермиевских функций при 
приложении разности потенциалов к контактам, находя-
щимся при разных температурах. 
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В режиме линейного отклика эффекты от 
обеих «сил» просто складываются 

 

 0 0
1 2

Ff f E E
f f q V

E E T

                  
T .  (6) 

 
3. ЭЛЕКТРИЧЕСКИЙ ТОК 

 

Окончательное выражение для суммарного 
тока есть сумма вкладов от всех мод проводимо-
сти 

 

 , (7) ( )I I E dE 
 

где ток в дифференциальной форме 
 

  1 2
2

( ) ( ) ( )
q

I E T E M E f f
h

   . (8) 

 

Подставляя разность фермиевских функций 
через (6), получаем 

 

 ,  (9) ( ) ( ) ( )TI E G E V S E T     
 

где  

 
2

02
( ) ( ) ( )

fq
G E T E M E

h

    E
   (10) 

 

есть дифференциальная проводимость, а  
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 

E
(11) 

 

есть коэффициент Соре термодиффузии в 
дифференциальной форме. Видно, что он отри-
цательный для энергий электронов выше энер-
гии Ферми (n-проводники) и положительный для 
энергий электронов ниже энергии Ферми  
(р-проводники). 

Остается проинтегрировать дифференциаль-
ный ток (7). Окончательно получаем 

 

 , (12) TI G V S T   
 

где проводимость 
 

 , (13) ( )G G E dE 
 

коэффициент Соре термодиффузии 
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F

S S E dE
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G E dE

q kT

 

     
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

 
 (14) 

 

Оба эти уравнения справедливы для провод-
ников любой размерности и любого масштаба в 

режимах от баллистического через квазибалли-
стический до диффузионного. 

 
4. ТОК В МАССИВНЫХ ПРОВОДНИКАХ  

 

Ток в массивных проводниках в режиме диф-
фузионного транспорта описывается уравнения-
ми (1) – (3) работы [3]. Из них уравнение (2) для 
плотности тока, выраженной через электриче-
ское поле (3), справедливо для однородных про-
водников без учета коэффициента диффузии  
(ур-е (104) в [1]). Как переписать эти уравнения 
с учетом перепада температур на контактах? 

Воспользуемся уравнением (12) и напомним, 
что в этом уравнении ток считается положитель-
ным и направлен он в сторону отрицательной 
полуоси х (рис. 5 в [3]). Делим ток на площадь 
поперечного сечения проводника со знаком 
«минус» и получаем плотность тока в направле-
нии положительной полуоси х 

 

 T
x

SG
J V

A A
T     . (15) 

 

Разделим и умножим это уравнение на длину 
проводника L. Тогда 

 

 x T
L V L T

J G S
A L A L

 
   . (16) 

 

В диффузионном режиме  
 

 
A

G
L

   (17) 
 

и по аналогии 
 

 T T
A

S s
L

 , (18) 

 

где  есть удельное значение термодиффу-

зионного коэффициента Соре. С учетом также 
того, что –q∆V/L ≈ d(EF)/dx и ∆T/L ≈ dT/dx, полу-
чается искомое уравнение для плотности тока в 
массивном проводнике с учетом градиента не 
только электрохимического потенциала, но и 
температуры 

Ts

 

 
 /F

x

d E q dT
J

dx dx
  Ts . [А/м2] (19) 

 

Для n-проводников проводимость положи-
тельна, а коэффициент Соре отрицательный. Для 
р-проводников и электронная проводимость и 
коэффициент Соре положительны. К подробно-
му обсуждению проводимости в n- и  
р-проводниках еще вернемся. 
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5. ПЕРЕНОС ТЕПЛА ЭЛЕКТРОНАМИ  
 

Потоки тепла на контактах определяются 
уравнением (2). Перепишем его в  дифференци-
альной форме 

 

  1 2
2

( ) ( ) ( ) ( )Q FI E E E T E M E f f
h

    

E

,  (20) 

 

так что 
 

 .  (21) ( )Q QI I E d 
 

В режиме линейного отклика для разности 
фермиевских функций воспользуемся выраже-
нием (6), а также выражениями (10) и (11) для 
дифференциальных проводимости  и ко-

эффициента Соре . Тогда 

( )G E
( )TS E

 

  (22) 0( ) ( ) ( ) ,Q TI E T S E V K E T      
 

где  
 

 
2

0 2

( )
( ) ( ).FE E

K E G E
q T

    (23) 

 

Интегрирование по всему спектру энергий 
дает 

 

  [Вт] (24) 0 ,Q TI T S V K T    
 

где 
 

 
2 2

0 ( )FE Ek
K T G E dE

q kT

        
  
 , [Вт/К] (25) 

 

есть электронная теплопроводность в услови-
ях короткозамкнутой цепи (∆V = 0).  

Итак, из общих уравнений для электрическо-
го тока (1) и термотока (2) получены соответст-
вующие выражения (12) и (24) для режима ли-
нейного отклика. Эти выражения показывают, 
что различие в электрохимических потенциалах 
и температуре контактов ведет к электрическому 
току и переносу тепла электронами. Этому ре-
жиму соответствуют три транспортных парамет-
ра: проводимость G (13), коэффициент термо-
диффузии Соре  (14) и электронная тепло-

проводность K0 (25). Они справедливы для про-
водников любой размерности и для режимов от 
баллистического до диффузионного.  

TS

Для 3D-проводника в диффузионном режиме 
электрический ток описывается транспортным 
уравнением (19). Плотность теплового потока 
дается уравнением 

 0

( / )F
Qx T

d E q dT
J T s к

dx dx
  , [Вт/м2] (26) 

 

а соответствующие этим двум уравнениям (19) и 
(26) транспортные параметры включают удель-
ную проводимость σ и удельные значения тер-
модиффузионного коэффициента Соре и удель-
ную теплопроводность, выраженные через диф-
ференциальную проводимость ( )E  : 
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Отметим, что уравнения (19) и (26) справед-
ливы и для 1D и 2D проводников, но единицы 
измерения будут другими.  

 
6. ОБРАЩЕННАЯ ФОРМА ТРАСПОРТНЫХ 

УРАВНЕНИЙ 
 

Пары уравнений для токов (12) и (24) и для 
плотностей (19) и (26) получились естественным 
образом из общих уравнений (1) и (2) примени-
тельно к режиму линейного отклика. Они соот-
ветствуют экспериментальной ситуации, когда 
для заданной разности потенциалов и темпера-
тур измеряются токи и потоки тепла. Если пер-
вые могут быть заданы независимо друг от дру-
га, то потоки электронов и тепла взаимозависи-
мы. В таком представлении вклады от всех мод 
проводимости складываются друг с другом. С 
точки зрения проведения экспериментов часто 
бывает удобным переписать эти уравнения та-
ким образом, чтобы электрический ток и раз-
ность температур стали независимыми величи-
нами. Обращенные таким образом уравнения 
(12) и (24) таковы: 

 

 ,V RI S T     (29) 
 

 ,QI I K T     (30) 
 

где: 
 

 / ,TS S G  (31) 
 

 ,TS   (32) 
 

 0 .K K SG   (33) 
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В этом представлении вклады от разных мод 
проводимости не суммируются, например, со-
противление ( )R R E dE  . 

Для 3D проводника в диффузионном режиме 
обращение уравнений (19) и (26) дает следую-
щую пару уравнений:  

 

 
( / )

,F
x

d E q dT
J S

dx dx
    (34) 

 

 Qx x
dT

J T S J к
dx

   (35) 

 

с транспортными коэффициентами: 
 

 1 /  , (36) 
 

 /TS s  , (37) 
 

 2
0к к S T  . (38) 

 

Часто можно встретить уравнение (34) с ле-
вой частью, записанной через электрическое 
поле. 

 
7. ТРАНСПОРТНЫЕ КОЭФФИЦИЕНТЫ ДЛЯ 

1D ПРОВОДНИКОВ 
 

Рассмотрим 1D проводник в баллистическом 
режиме с одной занятой подзоной. Вычислим 
его транспортные параметры из общих уравне-
ний (12) и (24) или (29) и (30). В нашем случае 
коэффициент прохождения T(E) = 1 и число мод 
проводимости M(E) = gv, где gv есть долинное 
вырождение. Хотя мы и предполагаем, что заня-
та только одна подзона, но в зависимости от 
зонной структуры gv может отличаться от еди-
ницы. Например, в углеродных нанотрубках, 
часто рассматриваемых в качестве идеальных 1D 
проводников, gv = 2 [4]. В случае 1D проводни-
ков все, что нам нужно знать об их зонной 
структуре, это только значение долинного вы-
рождения. 

Для вычисления проводимости сначала обра-
тимся к дифференциальной проводимости (10). 
В нашем случае 

 

 
2

02
( ) v

fq
G E g

h E

     
,  (39) 

 

так что проводимость 
 

 
2

01 2 2

C

v
E

fq
G g dE

R h E h

       


2q
M . (40) 

 

Интеграл в этом выражении есть число мод 
проводимости, который в случае полного выро-

ждения (Т = 0º К) vM g . В общем же случае 
 

 0
0

C C

v v
E EF

f
M g dE g f

E E

        
  dE , (41) 

 

где использовано свойство фермиевской 
функции (ф-ла (28) в [1]) 

 

 0

F

0f f

E E

 
  
 

. (42) 

 

Для вычисления правого интеграла в (41) 
 

  / 1F
C

v E E kT
EF

dE
M g

E e








 
  (43) 

 

сделаем замену переменных (ф-ла (16) в [2]) 
 

 ( ) / ; ( ) /C F F C ,E E kT E E kT      (44) 
 

так что 
 

 
0 1F

v
F

d
M g

e 











 
  (45) 

 

выражается через интеграл Ферми – Дирака 
[5] 0-го порядка 0 ( )F . Дифференцирование 
его по параметру (ф-ла (19) в [2]) дает 

 

 1( )v FM g   , (46) 
 

так что искомая проводимость 
 

 
2 2

1
2 2

( )v F
q q

G M g
h h

   . (47) 

 

Для невырожденных проводников 0F   и 

1( ) F
F e 

F

. Для сильно вырожденных про-

водников 0  . Интеграл Ферми – Дирака 

1( )F  как аналитическая функция 
 

 
0

1

ln 1( )
( )

1

F
F

F

F
F

F F

e e

e

 





 

       
  

. (48) 

 

Для сильно вырожденного проводника 
( 0F  ) 1( ) 1F   и 

 

 
22

v
q

G
h

 g , (49) 

 

как и ожидалось. 
Зная и G 1/R G , вычислим теперь коэффи-

циенты Соре и Зеебека. Из (14) и (39) следует, 
что 

 

 
2

02

C

F
T v

E

fE Ek q
S g

q kT h E

               
 dE . (50) 
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Разделим и умножим это выражение на про-
водимость согласно (40). Тогда  0

1

( )

( )
F

F
F

k
S

q






 
     

  (55) 
 

   

 

0

0

/ /

.
/

C

C

F
E

T

E

E E kT f E dE
k

S G
q

f E dE





     
 

 




 (51) 

или иначе  

 C FE Ek
S

q kT


  
 


 , (56) 

где  

 0

1

( )

( )
F

F










. (57) 
 

Коэффициент Соре пропорционален прово-
димости. Остается вычислить два интеграла. 
Интеграл в знаменателе равен 1( )F . Это оче-
видно из сравнения (46) с (41). Интеграл в чис-
лителе преобразуем следующим образом 

 

Коэффициент Зеебека получился таким же, 
как и ожидалось согласно (15) в [3] с 
 

 / kT .    (58) 
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,f E dE f E dE









      

    

     

     










 (52) 

В невырожденном пределе ( 0F  ) интегра-
лы Ферми – Дирака становятся просто экспонен-
тами с 1   и kT .  

В невырожденном 1D баллистическом рези-
сторе ток идет по единственной моде с энергией 
приблизительно на kT выше дна зоны проводи-
мости. Для сильно вырожденных резисторов 
( 0F  ) ( ) /F F CE E kT   

0S  F

, так что со-

гласно (56) , а ( )CE E  , что намно-

го больше кванта тепловой энергии  kT , харак-
терного для невырожденных резисторов.  где использовалось равенство (42). Выносим 

/ FE   из под знака интеграла и делаем замену 
переменных (44). Тогда числитель в (51) оказы-
вается равным 

 

 

   0

0 0

0 1

/ /

1 1

( ) ( ).

C

F F

F
E

F
F F

F F F

E E kT f E dE

d

e e   
  

 
  



 





      

 
 
  

   



 
d
   (53) 

Итак, для 1D баллистического резистора вы-
числены , , , ,TG R S S  . Перейдем к вычислению 

электронной теплопроводности  и . Следу-
ем той же процедуре, что и при вычислении ко-
эффициента Соре. После умножения и деления 
теплопроводности  (25) на проводимость (40) 
имеем 

0K K

0K

   

 

2
2 0

0

0

[ / ] /

/

C

C

F
E

E

E E kT f E dE
k

K T G
q

f E dE





  
 

  
   




.(59)  

Окончательно коэффициент Соре (51) 
 

 0

1

( )

( )
F

T F
F

k
S

q






 
     

G . (54) Сразу видим, что теплопроводность пропор-
циональна проводимости (закон Видемана – 
Франца). Как и в коэффициенте Соре (51), инте-
грал в знаменателе равен 1( )F . Остается ра-
зобраться с интегралом в числителе. Он равен  

 

Поскольку коэффициенты Соре и Зеебека 
связаны друг с другом через проводимость соот-
ношением (31), то коэффициент Зеебека 
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 (60) 
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Последнее слагаемое есть 2
1( ) ( )F F  , 

)F F

вто-

рое слагаемое равно 02 (  , а первое   есть 

12 ( )F , так что элек лопроводность 
ях короткозамкнутой цепи  

 

тронная теп
в услови

 

2

0

201

1 1

( )( )
2 2 ( ) .

( ) ( )
FF

F F
F F

k
K T

q

G
  

  

 
  

 
 

     

 (61) 

 

 теплопроводность в условиях 
не

 о

 

Электронная
замкнутой цепи K  дается выражением (33) и 

с учетом (32) и (55) кончательно имеем 
 

22 
01

1 1

( )( )
2

( ) ( )
FF

F F

k
K T G

q


  

               
. (62) 

 

чным образом можно получить ана-
ли

е

 
ок

 

Аналоги
тические выражения для термоэлектрических 

параметров для резисторов любой размерности, 
любого масштаба и любых режимов работы. 
Если подобные выкладки кажутся слишком 
скучными, вполн  можно прибегнуть к числен-
ному интегрированию, что обычно достаточно 
для сравнения с экспериментальными данными. 

В заключение настоящего обзора приведем
ончательные аналитические выражения для 

термоэлектрических коэффициентов резисторов 
с параболической дисперсией всех размерно-
стей, в том числе и для случая диффузионного 
режима со степенным законом рассеяния 

 

0( )
r

CE E
E

kT
 

   
 

. (63) 

 

налогичные аналитические выражения при-
вед

8. АКОН ВИДЕМАНА – ФРАНЦА И ЧИСЛА 

 как заряд, так и тепло. 
Вы

А
ем и для линейной дисперсии в графене, ко-

торому будет посвящена отдельная публикация. 
 
З
ЛОРЕНЦА  
 

лектроны переносятЭ
пишем связь между электронной  проводимо-

стью и теплопроводностью в явном виде. Для 
этого нам потребуется процедура усреднения по 
удельной проводимости 

 

 ( ) ,E dE     (64) 
 

 именно 

 

а
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E dE

E dE





   





. (65) 

 

множаем и делим удельное значение коэф-
фи

 

У
циента Соре (27) на удельную проводимость. 

Тогда  
 

F
T

E Ek
s

q kT


  
   

 
 . (66) 

 

налогично поступаем с коэффициентом Зе-
ебе

 

А
ка (37). Тогда с учетом (14) из работы [3]  
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S
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 (67) 

 

 мы видим, что коэффициент Зеебека про-
по

8) и (38) 
им

 

и
рционален среднему значению энергии выше 

уровня Ферми, при которой течет ток. 
Для удельной теплопроводности (2
еем: 
 

2
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. (69) 

 

бе теплопроводности пропорциональны 
эле н т

 

О
ктрон ой проводимости. О сюда 
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 (70) 

 

сть закон Видемана – Франца, а  – число 

9. ОЛУПРОВОДНИКИ Р-ТИПА И БИПОЛЯР-

одник с параболиче-
ско

е  L
коЛоренца. Множитель в квадратных с бках за-

висит от профиля зон, вырожденности и харак-
тера рассеяния. Для типичного полупроводника 
с параболической дисперсией и с постоянным 
средним значением длины свободного пробега 
этот множитель приблизительно равен 2 для 

невырожденного проводника или 2 / 3  для вы-
рожденного [3].  

 
П
НАЯ ПРОВОДИМОСТЬ  
 

ассмотрим 3D полупровР
й дисперсией. Для зоны проводимости 
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а для валентной зоны  
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. (72) 

Проводимость обеспечивается двумя вклада-
ми. Со стороны зоны проводимости 
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 (73) 

и со стороны валентной зоны  
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Коэффициент Зеебека для электронов зоны 
проводимости следует из (27): 
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и по аналогии для электронов валентной зоны 
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2

0
3

2
( ) ( ) ( )v

p D V p

fq
E M E E E

h
 

      E
 


 

,(76б) 
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V pE
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T

E Ek
ps E dE

q kT




     
 

 , (76в) 

 

 ( ) /v
p TS s p , (76г) 

 

причем знак pS положительный. 

В чем проявляются особенности когда обе 
зоны дают вклад в проводимость? Это встреча-
ется в узкозонных полупроводниках или при 
высоких температурах. В этом случае мы просто 
интегрируем по всем модам проводимости: 

 

2

1

2
0

3 ( ) ( )
E

tot tot
p D

E

fq
M E E dE

h
   

      


E
 

, (77а) 

 3 3 3( ) ( ) ( )tot v
D D DM E M E M E  ; (77б) 

 

при этом нет нужды заботиться об интегрирова-
нии до верхнего предела зоны проводимости или 
от самого дна валентной зоны, поскольку фер-
миевские функции гарантируют экспоненциаль-
ное падение до нуля на границах зон. Биполяр-
ная проводимость дается суммой вкладов от 
обеих мод проводимости с соответствующими 
значениями ( )E в нужных нам пределах энер-
гий (рис. 4).  
 

 
 

Рис. 4. - К вычислению биполярной проводимости. 
 

Биполярная проводимость tot  физически 
обеспечивается электронами и описывается об-
щим уравнением (77): нет нужды менять знаки 
для валентной зоны или заменять 0f  на 01 f .  

Каким будет коэффициент Зеебека в режиме 
биполярной проводимости?   

Вспомним, что при вычислении транспорт-
ных коэффициентов вклады от всех мод прово-
димости складываются. Для коэффициента Соре 
в случае биполярной проводимости имеем 

 

( ) ,tot F
T p

E Ek
s E dE

q kT pS S  




      
 

   (78) 

 

тогда коэффициент Зеебека в режиме бипо-
лярной проводимости 

 

 p ptot

p

S S
S

 
 





; (79) 

 

коэффициенты Зеебека для электронов ва-
лентной зоны и зоны проводимости имеют про-
тивоположные знаки, так что в режиме биполяр-
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ной проводимости суммарный коэффициент 
Зеебека близок к нулю и добротность [3] ТЭ 
устройства резко падает. 

 
10. ТРАНСПОРТНЫЕ КОЭФФИЦИЕНТЫ ДЛЯ 

3D ПРОВОДНИКОВ В ДИФФУЗИОННОМ 
РЕЖИМЕ 
 

В заключение получим транспортные коэф-
фициенты (36) – (38) для массивных 3D диффу-
зионных резисторов для транспортных уравне-
ний (34) и (35). Начнем с удельного сопротивле-
ния (36). Удельную проводимость  
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перепишем следующим образом  
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 (81) 

 

Знаменатель есть среднее число мод в ферми-
евском окне проводимости вблизи уровня Ферми 
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Выражение в квадратных скобках 
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  (83) 

 

есть средняя длина свободного пробега, ус-
редненная по всем модам в окне проводимости. 
Таким образом, вычисление удельной проводи-
мости 3D диффузионного резистора сводится к 
вычислению среднего числа мод в окне прово-
димости и усредненного по этим модам средней 
длины свободного пробега 
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Для параболической дисперсии (71) из (82) 

имеем 
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где 3 ( )DM kT

C

это выражение (71), вычисленное 

при E E kT  , а новые переменные определе-
ны в (44).  

Усредненное значение   по (83) вычислим 
для степенного закона рассеяния (63), в котором 
показатель степени r принимает разные значения 
для разных механизмов рассеяния [6]. Числитель 
в (83) преобразуется следующим образом 
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Поскольку знаменатель в (83) есть 3DM  по 
(85), то  
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а проводимость (84) с учетом (85) 
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Итак, вычислили удельную проводимость и 
далее удельное сопротивление ρ по (36). Теперь 
вычислим коэффициент Зеебека по (37) и (27). С 
учетом (63) коэффициент Зеебека дается уравне-
нием (56) с 
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Более общее определение этого параметра 
есть (ф-ла (25) в [3]) 

 

   /av C .E E kT    (90) 
 

Рассмотрим невырожденный предел 
( F 0)  . Оба интеграла Ферми – Дирака в (89) 
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становятся просто Fe  и 2r   . При 0r   
параметр 2   и согласно (90) это означает, что 
ток течет при средней энергии на  выше дна 
зоны проводимости 

2kT

CE . При  средняя дли-
на свободного пробега (63) растет с ростом энер-
гии, в результате чего ток течет при более высо-
кой энергии и соответственно увеличивается 
коэффициент Зеебека. Для 2 , что характерно 
для рассеяния на ионизированных примесях, 

0r 

r 

4 
4kT

 и ток течет при средней энергии на 
выше CE . 

Остается вычислить удельную теплопровод-
ность (38) или иначе число Лоренца (70) 
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.(91) 

 

Этот частный результат полезно сравнить с 
общим выражением (70), которое не предполага-
ет параболическую дисперсию и степенной за-
кон рассеяния. В невырожденном пределе   
и выражение в фигурных скобках есть просто 2 
как и ожидалось (ф-ла (22) в [3]). В вырожден-
ном пределе ( 0F  ) можно воспользоваться 
разложением интегралов Ферми – Дирака в ряд 
[5] и показать, что выражение в фигурных скоб-

ках равно .  2 / 3
 

11. КОЭФФИЦИЕНТ ЗЕЕБЕКА В ВЫРОЖДЕН-
НОМ ПРЕДЕЛЕ: ФОРМУЛА МОТТА 
 

Коэффициент Зеебека (56) с параметром   по 
(89) справедлив для параболической дисперсии и 
степенного закона рассеяния. В невырожденном 
пределе интегралы Ферми – Дирака становятся 
просто экспонентой, в результате чего выраже-
ние для коэффициента Зеебека упрощается до  
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Упростить коэффициент Зеебека можно и в 
сильно вырожденном пределе ( 0  ) следую-
щим образом. В этом пределе интеграл Ферми – 
Дирака порядка r аппроксимируется рядом [5]  
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где  есть дзета-функция Римана. 

Воспользуемся этим разложением для коэффи-
циента Зеебека (56) с параметром 

/ 6

  по (89) 
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и найдем 

 
2

2( 1) (2)

) (( ) ( 1 2)
F

F

rk
S

q r r

 
 

 
   

  
,  (95) 

что в сильно выраженном пределе ( 0F  ) 
дает 
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Мы видим из ур-я (92), что в невырожденном 
пределе  

 

 | | FS   , ( 0F  ), (97) 
 

а из ур-я (96) в вырожденном пределе 
 

 | | 1 / FS  .  ( 0F  )   (98) 
 

Наконец, вспомним, что  
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Подставляя в (96) (2)  и 1из (100), полу-
чаем, наконец, известное соотношение Мотта 
для коэффициента Зеебека  

r 

 

 
2 2 ln ( )

3
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k T E
S

q E

       
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которое широко используется для вырожден-
ных полупроводников. Для получения этого 
соотношения мы воспользовались уравнением 
(94), для которого предполагается параболиче-
ская зонная структура и степенной закон рассея-
ния. Этот же результат можно получить и из 
более общих соображений, если воспользоваться 
известным разложением [7, 8] (см. также [9 - 
12]). Альтернативные подходы  к вычислению 
искомых коэффициентов, используя численные 
методы, можно найти в  [13 - 17]. 

 
 



Термоэлектрические коэффициенты в обобщенной модели транспорта электронов 
 

 

Вісн. Одес. держ. екол. унів., 2017, №21 
 

 
115

12. АНАЛИЗ ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫХ ДАН-
НЫХ ДЛЯ Gе: КОЭФФИЦИЕНТ ЗЕЕБЕКА И 
ТЕРМОЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ КОЭФФИЦИЕН-
ТЫ 
 

На рис. 5 показана зависимость коэффициен-
тов Зеебека для Ge n- и p-типа при комнатной 
температуре в зависимости от положения уровня 
Ферми EF относительно дна зоны проводимости 
EC. 

Покажем, что экспериментальные результаты 
согласуются с уравнением (56) и указывают на 
то, что поправка δ (58) мала и постоянна у невы-
рожденных проводников. Покажем также, что 
поправка δ растет по мере удаления уровня 
Ферми от дна зоны проводимости. Рассмотрим 
также ситуацию с р-проводниками. 

 

 
 

Рис. 5 - Коэффициент Зеебека для Ge n- и p-типа при 
Т=300 К: экспериментальные точки по [9], расчетная кривая 
согласно [6]. 

 

Согласно (56) коэффициент Зеебека | |  дол-

жен падать линейно с ростом

S

FE , если только 
поправка δ (58) постоянна. Этот вывод подтвер-
ждается экспериментальными данными (рис. 5). 
Так  

 

 | | 86 ( )FS      ,   [  (102) μВ/К]
 

где F  определяется по (44). При 10F    

величина , откуда  следует, что | | 1000S  μВ/К

2  в соответствии с приведенными выше про-
стыми рассуждениями для невырожденных про-
водников. 

Если бы поправка δ была всегда постоянна, то 
коэффициент Зеебека менял бы знак при 

2F cE E k  T . На самом деле этого не происхо-
дит (рис. 5), что указывает на то, что поправка δ 
должна увеличиваться по мере того как уровень 
Ферми поднимается все выше по зоне проводи-
мости. При 4F   коэффициент Зеебека 

| | 50S  /В К  (рис. 5), что соответствует 

4.6  , а это в два раза превышает значение 

этой поправки для невырожденных условий. Как 
было показано в [3], поправка  

 

 ( ) /av cE E kT   , (103) 
 

 где avE есть среднее значение
которой

 энергии, при 
 движутся носители тока, показывает 

нам на каком удалении от дна зоны проводимо-
сти движутся электроны. У сильно вырожден-
ных проводников av FE E , так что F   и 

0S   при F c . E E
 n-прДля оводников коэффициент Зеебека (по 

мо

 

дулю) тем больше, чем ниже уровень Ферми 
находится по отношению к дну зоны проводи-
мости. Знак коэффициента Зеебека отрицатель-
ный. В случае р-проводников коэффициент Зее-
бека тем больше, чем выше уровень Ферми на-
ходится по отношению к потолку валентной 
зоны и знак его положительный. Токовые урав-
нения (4) и (5) для n-проводников в [3] при пере-
ходе к р-проводникам не изменяются, а коэффи-
циент Зеебека запишется следующим образом: 
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где ( ) /p v avE E kT    является положитель-

ны слом, которое пок

ратимся к термоэлектрическим коэффици-

м чи азывает нам насколько 
ниже потолка валентной зоны движутся «дыр-
ки». Как мы уже видели выше, в условиях бипо-
лярной проводимости и «дырки» и электроны 
дают вклад в коэффициент Зеебека. Учет этого 
обстоятельства становится важным при высоких 
температурах и для узкощелевых полупроводни-
ков. 

Об
ентам для Ge. Оценим их для слаболегированно-
го n-Ge при комнатной температуре. Для него 
известно, что при Т = 300 К подвижность 

23200 с /В с м  , а равновесная лотность но-
15 310 смDN    [10]. Вспомним 

также, что дл  полупроводни-
ков справедливо простое соотношение между 
плотностью носителей тока и положением уров-
ня Ферми, а именно [10]  

 

 (

п

сителей тока 0n
я не

вырожденных

)/
0

F cE E kT
c

n N e , (105) 
 

 «эффективная плотность 
Ge 

где состояний» для 
при комнатной температуре 

1910cN 31.09 см  [10].  
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Основные уравн  для 
ма

ения термоэлектричества
ссивного образца даются (34) и (35) с четырь-

мя транспортными коэффициентами: удельное 
сопротивление   (36), коэффициент Зеебека S  
(37), электронн  теплопроводность к  (38)  
коэффициент Пельтье TS

ая и
  (соотношение 

Кельвина). 
Имеющиеся в нашем ении данные 

поз
 распоряж

воляют сразу оценить удельную проводи-
мость 0n q  , откуда удельное сопротивление 

2 см    .  
Коэффициент Зеебека дается соотношением 

(56) и он зависит от положения уровня Ферми. 
Из (105) имеем 

 
0

ln 9.3c F cE E N
kT n

  . (106) 

 

В предположении, что 2  , 
970

для коэффици-
ента Зеебека получаем мкВ/КS   . 

Коэффициент Пельть со
ни

е находим из отноше-
я Кельвина: 0.3Вт/А   .  
Электронную  найдем через

чи
теплопроводность  

сло Лоренца [3]: 
 

 к T L . (107) 

Поскольку в нашем случа
ле

 довольн  простой пример. По-

ной вы

 

е речь идет о слабо-
гированном 3D полупроводнике с почти пара-

болической зонной структурой, то мы вправе 
предположить [3], что число Лоренца как для 

невырожденного проводника 22( / )L k q , отку-

да 42.2 10 Вт/м×Кк   . 
Рассмотрен о

лезно продумать что изменится в этой сводке 
термоэлектрических коэффициентов Ge, если 
температура понизится до 77 К или температура 
останется комнатной, а легирование возрастет до 
1020 см3. Нужно помнить, что решетка также 
проводит тепло. Решеточная теплопроводность 
Ge при комнатной температуре достигает 
58Вт/м К , что на пять порядков больше оце-
нен ше электронной теплопроводности. В 
сильнолегированных полупроводниках с низкой 
решеточной теплопроводностью вклад электро-
нов в теплопроводность может быть существен-
ным. 

Подведем итоги. В нашу задачу входило по-
лучить строгие результаты, сформулированные 
без доказательства в [3], для 1D, 2D и 3D про-
водников с произвольной дисперсией и любого 
масштаба в режимах от баллистического до 
диффузионного. Показано с подробными вы-
кладками как получаются термоэлектрические 
коэффициенты для 1D баллистического транс-
порта и для 3D диффузионного. Основным объ-
ектом обсуждения были n-проводники, вместе с 

тем мы показали каким образом распространить 
результаты на р-проводники. Рассмотрели бипо-
лярную проводимость, закон Видемана – Франца 
и числа Лоренца, соотношение Мотта. Процессы 
рассеяния учитывали феноменологически. В 
коэффициенте прохождения ( ) ( ) / [ ( ) ]T E E E L    
среднюю длину свободного пробега описывали 
степенным законом. 

В заключение в справочных целях собраны 
воедино в Приложении термоэлектрические ко-
эф

ские коэф-
фициенты для 1D, 2D и 3D проводников с 

улах предполага-
аболическая зонная структура 

фициенты для 1D, 2D и 3D полупроводников с 
параболической дисперсией [6, 11]. 

 
ПРИЛОЖЕНИЕ. Термоэлектриче

параболической дисперсией 
 

В приведенных ниже форм
ется пар

 
2 2

( )
2 *

k
E k

m



   

 

и степенной закон рассеяни

 

я  

0( )
r

E
E

kT
      . 

 
 

Положение уровня Ферми FE  относительно 

дна зоны проводимости CE  определяется пара-
метром  

 F C
F

E E

kT



 .  

Термоэлектрические коэффициент
аллистических резисторов 

 
1. ы для 1D 
б
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2. Термоэлектрические коэффициенты для 1D 
иффузионных резисторов 

 

 

д
 

2
02q 

1( 1) ( );r FG r
h L
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Проводимость 

 

2 2

0

2
3/2 1/2 1/2

2 2 *

15
( ) 3 ( ) ( ) ;

4 F F F F F

k q m kT
K W T

q h h



    

 
  

 
        

 

 

 

2 2

2
1/2

3/2
1/2

2 2 *

9 ( )15
( ) .

4 4 ( )
F

F
F

k q m kT
K W T

q h h








 
  

 
 

    
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См м  . Аналогично

в: T T

приведена в Си-

менсах:  для осталь-
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Проводимость L 2 /DG W  приведена в Си-

менсах:  2 1D Cм  но для остальных 
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5. Термоэлектрические коэффициенты для 3D 
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6. Термоэлектрические коэффициенты для 3D 

зионных резисторов 
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c conductivity and the causes for the current
ctions, and Fermi window for conductimi fun on are di

escription of the Landauer elastic resistor model, differ
m ballistic to diffusion and in between, conductivity modes, and transmission coefficient in the 

frame of the «bottom – up»  approach of modern nanoelectronics. Generalized model of electron 
transport in the linear response regime  developed by R. Landauer, S. Datta, and M. Lundstrom with 
application to the resistors of any dimension, any size and arbitrary dispersion working in ballistic, 
quasi-ballistic or diffusion regime is summerized. 

In summary, the Landauer equation for the conductivity describes the electron transport in the 
conductor from the very general positions. The conductivity is proportional to the fundamental 
constants q and h, which determine the quantum of conductance, associated with contacts. The 
conductivity depends on the number of modes of conductance and transmission coefficient, 
representing the probability that an electron with energy E injected by one contact to reach another 
contact. Conductivity we finally find by integrating the contributions from all modes of conduction. 
The equations valid for 1D, 2D and 3D conductors for ballistic nanoreactors as well as for massive 
conductors. 

Keywords: nanophysics, nanoelectronics, molecular electronics, thermoelectric coefficients, 
integrals of the Fermi - Dirac 
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низу – вгору» транспортної моделі Ландауера
и транспортівняння термоелектрики з відповідним ними ко

в балістичному режимі і для 3D провідників в дифузій
ільною дисперсією і будь-якого масштабу. Процеси розсіяння враховували 

феноменологічно. В коефіцієнті проходження ( ) ( ) / [ ( ) ]T E E E L    середню довжину 
вільного пробігу враховували степеневим законом. Докладно розглянуті біполярна 
провідність закон Відема а – Франца і чи ла Лоренца, піввіднош ння Мотта.  довідкових 
цілях у Додатку наведені термоелектричні коеф  напівпровідників з 
параболіч ою дисперсією в балістичному і дифузійному режимах через стандартн  інтеграли 
Фермі – Дірака. 

Ключові слова: нанофізика, наноелектроніка, молекулярна електроніка,термоелектричні 
коефіцієнти, інтеграли Фермі-Дірака. 
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