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В рамках концепции «снизу – вверх» наноэлектроники рассматриваются общие вопросы элек-
тронной проводимости, причины возникновения тока, роль электрохимических потенциалов, функций 
Ферми и фермиевского окна проводимости, модель упругого резистора, различные режимы транспор-
та электронов, моды проводимости, коэффициент прохождения. Излагается обобщенная модель 
транспорта электронов в режиме линейного отклика, развитая Р. Ландауэром, С. Даттой и 
М. Лундстромом применительно к проводникам любой размерности, любого масштаба и произволь-
ной дисперсии, работающих в баллистическом, квази-баллистическом или диффузионном режиме. 
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1. ВВЕДЕНИЕ 

 

Бурное развитие наноэлектроники в последние 15 
– 20 лет привело не только к созданию и широкому 
использованию нанотранзисторов и других разнооб-
разных наноразмерных устройств электроники, но и к 
более глубокому пониманию причин возникновения 
тока, обмена и диссипации энергии и принципов ра-
боты устройств в целом как наноразмерных, так и 
привычных электронных приборов [1 – 4].  

В наши дни фактически происходят революцион-
ные изменения в электронике, что влечет за собой 
необходимость пересмотра содержания университет-
ского физического образования. Похожая революци-
онная ситуация наблюдалась 50 лет назад после от-
крытия транзистора, что привело не только к повсе-
местному использованию устройств микроэлектрони-
ки, но и к коренному пересмотру университетских и 
инженерных курсов общей физики, не говоря уже о 
специальных курсах в области электроники и смеж-
ных дисциплин.  

С времен становления физики твердого тела ис-
пользуемые в электронике материалы и вещества 
характеризовались интегральными свойствами таки-
ми, например, как подвижность носителей тока или 
коэффициент оптического поглощения, с дальнейшим 
их использованием для объяснения наблюдаемых 
физических явлений и моделирования различных 
электронных устройств. С переходом в наши дни к 
мезо- и наноскопике нано- и молекулярные транзи-
сторы требуют с самого начала для своего описания и 
моделирования применения законов квантовой меха-
ники и неравновесной статистической термодинами-
ки, что неизбежно приведет к пересмотру физическо-
го образования уже на начальных университетских 
курсах. 

Феноменологическая модель электронной прово-
димости Друде [5, 6] и поныне занимает центральное 
место и в преподавании и в экспериментальных изме-
рениях электрических характеристик различных ма-
териалов [7]. В качестве причины, вызывающей элек-

трический ток, принимается внешнее электрическое 
поле 

 

 E x
dV V

dx L
   , (1) 

 

возникающее как градиент разности потенциалов V, 
подаваемой на проводник (рис. 1).  
 

 
 

Рис. 1. – Электронный транспорт в режиме диффузии через про-
водник длины L и площади поперечного сечения А. Используется 
традиционное соглашение о знаках: ток I и направление движения 
электронов противоположны 

 
Электрон испытывает действие силы  
 
 Ee xF q   (2) 
 

со стороны электрического поля и движется с дрей-
фовой скоростью  

 
 Exdv   , (3) 
 

характеризуемой подвижностью  . 
Ток равен суммарному заряду 
 
 Q nqAL , (4) 
 

где n – объемная плотность электронов, перенесенная 
за время tt, 

 

 / tI Q t , (5) 
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которое в свою очередь определяется скоростью 
дрейфа 

 

 . (6) /tt L v d

x

 

Для тока окончательно имеем  
 

 dI nqv A nq A    (7) 
 

и 

 
A

I nq V
L

 , (8) 

 

а для проводимости G и ее удельного значения σ име-
ем  

 

 
A

G nq
A

L L
    (9) 
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 nq  . (10) 
 

Согласно закону Ома, сопротивление  
 
 / /R V I L A  , (11) 
 

где удельное сопротивление ρ, как и обратная ему 
удельная проводимость σ не зависят от геометрии 
проводника и являются свойствами материала, из 
которого изготовлен проводник. Закон Ома утвержда-
ет, что если уменьшить длину проводника в несколь-
ко раз, то в это же число раз уменьшится его сопро-
тивление. А если уменьшить длину канала проводи-
мости до очень маленьких размеров, то сопротивле-
ние практически «занулится»? 

При обычном «диффузионном» движении элек-
тронов по проводнику среднее значение длины сво-
бодного пробега в полупроводниках меньше 1 мкм и 
изменяется в широких пределах в ту и в другую сто-
роны в зависимости от температуры и природы мате-
риала, из которого сделан проводник. Длина канала 
проводимости в современных полевых транзисторах ~ 
30 – 40 нм, что соответствует нескольким сотням 
атомов. Вполне уместно задаться вопросом: а если 
длина проводника меньше диффузионной длины сво-
бодного пробега, то движение электрона станет бал-
листическим? Будет ли сопротивление подчиняться 
закону Ома? А если уменьшить длину канала прово-
димости до нескольких атомов? Имеет ли смысл в 
этом случае говорить о сопротивлении как таковом? 
Все эти вопросы были предметом жарких дискуссий 
еще лет 15 – 20 назад.  Сегодня ответы на эти вопросы 
даны и надежно подкреплены многочисленными экс-
периментальными данными. Измерено даже сопро-
тивление молекулы водорода [8] и создан полевой 
транзистор на одиночном атоме фосфора [9]. 

Обращает на себя внимание то обстоятельство, что 
впечатляющие успехи экспериментальной наноэлек-
троники практически не повлияли на то как мы дума-
ем, обучаем и объясняем понятия сопротивления, 
проводимости и работу электронных устройств в 
целом. И поныне, по-видимому, по историческим 

причинам доминирует привычная концепция «сверху 
– вниз», от массивных проводников до молекул. Та-
кой подход был вполне приемлем до тех пор, пока не 
было достаточного массива экспериментальных дан-
ных по измерению проводимости наноразмерных 
проводников. В последнее десятилетие ситуация из-
менилась. Накоплены обширные экспериментальные 
данные и для больших и для предельно малых про-
водников. Началась разработка концепции проводи-
мости «снизу – вверх» [10 – 13], которая не только 
оказалась комплементарной концепции «сверху – 
вниз», но и привела к переосмысливанию принципов 
работы обычных электронных устройств. Вспомним, 
что в квантовой механике с самого начала доминиро-
вала концепция «снизу – вверх»: от атома водорода в 
направлении твердого тела. 

Есть еще один круг задач в наноэлектронике, для 
решения которых концепция «снизу – вверх» особен-
но привлекательна. Это – транспортные задачи. В 
обычной электронике транспорт частиц описывается 
законами механики – классической или квантовой. 
Транспорт по массивному проводнику сопровождает-
ся выделением тепла, что описывается законами тер-
модинамики – обычной или статистической. Процес-
сы в механике обратимы, а в термодинамике необра-
тимы. Разделить эти два процесса  –  движения и вы-
деления тепла – строго говоря, невозможно. Совсем 
другая ситуация в наноэлектронике. Здесь процессы 
движения электронов и выделения тепла пространст-
венно разделены: электроны движутся упруго, балли-
стически («упругий резистор»), а выделение тепла 
происходит лишь на границах контакта проводника с 
электродами. Концепция «упругого резистора» была 
предложена Ландауэром в 1957 году [14 – 16] задолго 
до ее экспериментального подтверждения в нанотран-
зисторах. Концепция «упругого резистора», строго 
говоря, является идеализацией, но она надежно под-
тверждена многочисленными экспериментальными 
данными для ультрамалых нанотранзисторов. Разви-
тие концепции «снизу – вверх» Рольфом Ландауэром, 
Суприе Даттой и Марком Лундстромом (ЛДЛ) приве-
ло к созданию единой модели транспортных явлений 
в электронных устройствах как наноразмерных, так и 
макроскопических, изложению которой и посвящено 
настоящее сообщение. В своем изложении мы будем 
ближе всего следовать лекциям Марка Лундстрома 
«Near-Equilibrium Transport: Fundamentals and Applica-
tions» [11], прочитанных им в 2011 году, и лекциям 
Суприе Датты «Fundamentals of Nanoelectronics, Part I: 
Basic Concepts», прочитанных им в 2012 году в рам-
ках инициативы Purdue University / nanoHUB-U 
[www.nanohub.org/u] и изданных позже в виде книг 
[12, 13], Однако, сначала вернемся к вопросу о при-
чинах возникновения электрического тока. 

 
2. ПРИЧИНЫ ВОЗНИКНОВЕНИЯ ЭЛЕКТРИЧЕ-

СКОГО ТОКА  
 

На вопрос о причине возникновения тока при при-
ложении разности потенциалов к концам проводника 

обычно ссылаются на связь плотности тока J


 с 



Обобщенная модель электронного транспорта и переноса тепла в микро- и наноэлектронике 
 

 

внешним приложенным электрическим полем E


  
 

 E,J 
 

 (12) 
 

что следует из (7); другими словами, причиной воз-
никновения тока обычно считают электрическое поле. 
Ответ, в лучшем случае, не полный. Еще до подклю-
чения проводника к клеммам источника напряжения 
на электроны проводника действуют сильные элек-
трические поля, создаваемые ядрами атомов, а ток 
тем не менее не возникает. Почему сильные внутрен-
ние электрические поля не вызывают движение элек-
тронов, а намного более слабое внешнее электриче-
ское поле батареи вызывает движение электронов? 
Обычно говорят, что внутренние микроскопические 
поля не могут вызвать движение электронов, необхо-
димо приложить внешнее макроскопическое поле. 
Трудно признать такое объяснение удовлетворитель-
ным. В современных экспериментах по измерению 
проводимости отдельных молекул невозможно с оп-
ределенностью вычленить отдельно внутренние и 
внешние электрические поля. Приходится считаться с 
этим уроком, преподнесенным нам современной экс-
периментальной наноэлектроникой, и заново задаться 
вопросом почему же движутся электроны при под-
ключении батареи к концам проводника. 

Для ответа на вопрос о причине возникновения 
тока нам с самого начала потребуются два понятия – 
плотности состояний проводника на единицу энергии 
D(E), занятых электронами и свободных и электрохи-
мического потенциала EF0 (рис. 2). 

Простоты ради, что никак не скажется на оконча-
тельных выводах, будем пользоваться точечной моде-
лью проводника, которая предполагает неизменность 
плотности состояний D(E) при движении вдоль про-
водника. Если система, включающая истоковый элек-
трод (S/Source), проводник M и стоковый электрод 
(D/Drain), находится в равновесии (закорочена), то 
электрохимический потенциал EF0 везде одинаков и 
все состояния с E < EF0  заполнены электронами, а 
состояния с E > EF0 пустые (рис. 2). 

При включении в цепь источника напряжения 
(рис. 3) разность потенциалов V понижает все энергии 
на положительном электроде D на величину qV, где q 
– заряд электрона, в результате чего на электродах 
создается разность электрохимических потенциалов.  

 
 1 2–  F FE E qV . (13) 

 
Точно так же как разность температур приводит к 

потоку тепла, а различие в уровнях жидкости ведет к 
ее перетоку, так и разность электрохимических по-
тенциалов является причиной возникновения тока. 
Только состояния проводника в окне EF1 – EF2 и нахо-
дящиеся достаточно близко к значениям EF1 и EF2 
дают вклад в поток электронов, тогда как все состоя-
ния, лежащие значительно выше EF1 и ниже EF2, не 
играют никакой роли. Причина этого кроется в сле-
дующем. 

Каждый контакт стремится привести токовый ка-

нал  в равновесие с собой путем заполнения электро-
нами всех состояний канала с энергией, меньшей 
электрохимического потенциала EF1, и опорожнения 
состояний канала с энергией, большей потенциала 
EF2.  

 

 
 

Рис. 2 – Первым шагом в объяснении работы любого электронного 
устройства должно быть задание плотности состояний D(E) как 
функции энергии E внутри проводника M и определение равновес-

ного значения электрохимического потенциала EF0, отделяющего 
заполненные электронами состояния от пустых состояний. 

 

 
 

Рис. 3 – При подаче напряжения V на клеммы проводника потен-
циал анода D понижается на величину qV, создавая разность элек-
трохимических потенциалов на концах проводника. 
 

Рассмотрим токовый канал с состояниями, энергия 
которых меньше EF1, но больше EF2. Контакт 1 стре-
мится заполнить эти состояния, поскольку их энергия 
меньше EF1, а контакт 2 стремится опорожнить эти 
состояния, поскольку их энергия больше EF2, что и 
приводит к непрерывному движению электронов от 
контакта 1 к контакту 2.  

Рассмотрим теперь состояния канала с энергией, 
большей EF1 и EF2. Оба контакта стремятся опорож-
нить эти состояния, но они и так пустые и не дают 
вклада в электрический ток. Аналогична ситуация с 
состояниями, энергия которых одновременно меньше 
обоих потенциалов EF1 и EF2. Каждый из контактов 
стремится заполнить их электронами, но они уже 
заполнены, и вклада в ток дать не могут, а точнее не 
могут в пределах нескольких kT от ширины окна, в 
чем мы убедимся позже.  

Подобная картина выглядит почти очевидной, ес-
ли бы не привычное утверждение о том, что электро-
ны движутся под действием электрического поля 
внутри проводника. Если бы это было так, то вклад в 
ток должны были бы дать все электроны, а не только 
те, энергия состояний которых лежит в пределах раз-
ности потенциалов на концах проводника. 
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2.1 Роль фермиевских функций 
 

Итак, утверждалось, что в равновесии все состоя-
ния с энергией E < EF0 заполнены электронами, а со-
стояния с энергией E > EF0 пустые (рис. 2). Это спра-
ведливо только в пределе абсолютного нуля темпера-
туры. Более точно, переход от полностью заполнен-
ных состояний к пустым совершается в зазоре ~ 
± 2 kT, охватывающем значение E = EF0, где k – посто-
янная Больцмана, Т – абсолютная температура. Мате-
матически этот переход описывается функцией Фер-
ми  

 

   1

exp 1F

f E
E E

kT


   

 

. (14) 

 

График функции Ферми показан на рис. 4 слева, 
возможно, в несколько непривычном виде с энергией 
в безразмерных единицах по вертикальной оси, что 
позволит нам позже при объяснении причины токооб-
разования совместить функцию Ферми с графиком 
плотности состояний D(E).  

Функция Ферми играет ключевую роль в стати-
стической механике, однако же для наших целей дос-
таточно понимать, что состояния с низкой энергией 
всегда заняты (f = 1), тогда как состояния с высокой 
энергией всегда пустые (f = 0), а переход от f = 1 к 
f = 0 происходит в узком интервале энергии ~ ± 2kT, 
охватывающем значение E=EF0. 

Действительно, на рис. 4 показана производная от 
функции Ферми, помноженная на kT с тем, чтобы 
сделать ее безразмерной: 

 

  ,T F

f
F E E kT

E


 





 


 . (15) 

 

Подставляя выражение для фермиевской функции 
(14), видно, что  

 

  
 2

,
1

x

T F
x

e
F E E

e



, (16) 

 

где x ≡ (E – EF)/kT. Из (16) видно, что  
 

     ,T F T F T F F E E F E E F E E    , (17) 

 
а из уравнений (16) и (14) следует, что 
 

 1T F f f  . (18) 
 

Интегрирование функции (18) во всем интервале 
изменения энергии дает площадь, равную kT 

 

 
 

   

,

= 1 0 .

T F
f

dEF E E kT dE
E

kT f kT kT

 

 




      

   


 (19) 

 

Так что функцию FT можно приблизительно пред-

ставить себе в виде прямоугольного «импульса», цен-
трированного относительно значения E = EF с высо-
той, равной ¼ и шириной ~ 4 kT.  

 

 

Рис. 4 – Графики функции Ферми и нормированной функции теп-
лового уширения 

 

Функция P = f E   получила название фермиев-

ского окна проводимости. 
 

2.2 Выход из равновесия 
 

Когда рассматриваемая система находится в рав-
новесии (рис. 2), электроны распределяются по име-
ющимся состояниям в соответствии с функцией Фер-
ми. При выходе из равновесия нет простых правил 
для вычисления функции распределения электронов. 
Все зависит от конкретной задачи, решать которую 
нужно методами неравновесной статистической ме-
ханики.  

В нашем специальном случае выхода из равнове-
сия (рис. 3) можно надежно утверждать, что оба кон-
такта S и D настолько велики по сравнению с каналом 
переноса электронов, что они не могут выйти из рав-
новесия. Каждый из контактов локально находится в 

сии со своим собственным электрохимиче-
тенциалом, порождая две фермиевских функ-

ции (рис. 5). 

равнове
ским по

 
Рис. 5 – При выходе из равновесия электроны в контактах занима-
ют доступные им состояния в соответствии с фермиевскими рас-
пределениями и значениями электрохимических потенциалов. 
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E E
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 (20) 
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f E
E E
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Подводя итоги, утверждается, что причиной появ-
ления тока является различие в подготовке равновес-
ных состояний контактов, отображаемое их соответ-
ствующими фермиевскими функциями f1(E) и f2(E). 
Качественно это справедливо для любых проводников 
– и наноразмерных и макроскопических. Однако, для 
наноразмерных проводников ток при любых значени-
ях энергии электронных состояний в проводнике, как 
будет показано позже, пропорционален разности 
фермиевских распределений в обоих контактах: I(E) ~ 
f1(E) – f2(E). Эта разность зануляется, если энергия E 
больше EF1 и EF2, поскольку в этом случае обе функ-
ции Ферми равны нулю. Эта разность также зануляет-
ся, если энергия E меньше и EF1 и EF2, поскольку в 
этом случае обе фермиевские функции равны едини-
це. Ток возникает лишь в окне EF1 – EF2, если в этом 
окне есть хотя бы одно электронное состояние про-
водника. 

2.3

м подразумевается проводи-
мо

ий, нормированную к приложенному напряже-
ни , 

 

 

 
 Линейный отклик  
 

Вольт-амперная характеристика обычно нелиней-
ная, но из нее можно вычленить участок «линейного 
отклика», под которы

сть dI/dV при V → 0. 
Построим функцию разности двух фермиевских 

функц
ю

     1 2
,

/

f E f E
F E

qV kT


  (22) 

где
 

 

 

 1F FE E 0 ,/ 2qV  

   (23) 
 2 / 2FE E qV  0 .F

 

Функция разности F(E) сужается по мере того, как 
напряжение V, помноженное на заряд электрона, ста-
но

е 
приближается к функции теплового уширения (15) 

 
F(E) → F (E) при qV/kT → 0, 

так о из ур-я (22) следует, что 
 

вится все меньше величины kT (рис. 6). 
Отметим также, что по мере того, как kT начинает 

превосходить энергию qV, функция F(E) все больш

T 

 
 чт

      0
1 2 0,T F

fqV
f E f E F E E qV

kT E

      
, (24) 

, qV = E  – E  становится намного 
ме

ам потребуется также следующее выражение 

 
если приложенное напряжение, помноженное на за-
ряд электрона F1 F2

ньшим kT. 
Н
 

      0
0 0F F

f
f E f E E E

E


   


, (25) 

внение (24), можно получить сле-
ующим образом. 

 

 

которое, как и ура
д

 
 

Рис. 6 – График функции разности F(E) в зависимости от значения 
 –  E )/ kT для различных значений qV/kT ≡ y 
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имеем 
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, (27) 
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откуда 
 

,
FE E

f f 
 

 
 

      (28) 

.FE Ef f
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
E

 
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Уравнениее (25) получается из разложения функ-

ци Ферми вблизи точки равновесия в ряд Тейлора 
 
и 

     
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f
f E E f E E E E
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 
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F . (29) 

з уравненияя (28) следует 
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f f

E E 

          
. (30) 

ствует f(E, EF), а f0(E) соответст-
вует f(E, EF0), тогда  

 

 
Пусть f(E) соответ
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что после перегруппировки дает искомое уравнение 
(25

 по мере перехода к наноразмер-
ны

ого значения элек-
тро

ти), что в 
кор

мения, кото-

олем и 

 все электроны были бы под-
вер

сразу дает корректную карти-
ну зникновения тока. 

ЕЛИ ЛАН-

ме

о

состояния вверх или вниз по шкале энергии 
(ри . 7). 

), которое справедливо при EF – EF0 << kT. 
Подведем итоги. Проводимость веществ может 

меняться более чем в 1020 раз, переходя, например, от 
серебра до стекла – веществ, весьма удаленных друг 
от друга в шкале проводимости. Стандартное объяс-
нение различия в их проводимости якобы состоит в 
том, что плотность «свободных электронов» в этих 
веществах существенно отличается. Подобное объяс-
нение немедленно требует пояснения, какие электро-
ны свободные, а какие нет. Это различие становится 
все более абсурдным

м проводникам.  
Концепция «снизу – вверх» предлагает следующий 

простой ответ. Проводимость зависит от плотности 
состояний в окне шириной несколько kT, охватываю-
щих равновесный электрохимический потенциал EF0, 
определяемый функцией FT (ф-ла (15), рис. 4), кото-
рая отлична от нуля в небольшом промежутке шири-
ной несколько kT вокруг равновесн

химического потенциала.  
Дело не в суммарном числе электронов, которое 

одного порядка как в серебре, так и в стекле. Ключе-
вым моментом является наличие электронных состоя-
ний в области значений электрохимического потен-
циала EF0 (фермиевское окно проводимос

не отличает одно вещество от другого.  
Настоящий ответ нельзя назвать новым, и он хо-

рошо известен специалистам в области микро- и на-
ноэлектроники. Тем не менее обсуждение проводимо-
сти и поныне обычно начинается с теории Друде [7], 
которая сыграла важнейшую историческую роль в 
понимании природы электрического тока. К сожале-
нию, подход Друде породил два недоразу
рые следовало бы преодолеть, а именно: 

(1) ток порождается электрическим п
(2) ток зависит от числа электронов. 
Оба недоразумения связаны друг с другом, по-

скольку если бы ток действительно порождался бы 
электрическим полем, то

жены влиянию поля. 
Уроки, преподнесенные нам экспериментальной 

наноэлектроникой, показывают, что ток порождается 
«подготовкой» двух контактов f1(E) – f2(E), и эта раз-
ница не нулевая только в фермиевском окне проводи-
мости вокруг равновесного электрохимического по-
тенциала EF0. Проводимость канала высокая или низ-
кая зависит только от наличия электронных состоя-
ний в этом окне. К этому выводу обычно приходят на 
основе транспортного уравнения Больцмана [22] или 
формализма Кубо [23], тогда как предлагаемая кон-
цепция «снизу – вверх» 

 во
 

3. ЭЛЕКТРОННЫЙ ТРАНСПОРТ В МОД
ДАУЭРА – ДАТТЫ – ЛУНДСТРОМА  
 

Мы рассмотрим модель электронного транспорта 
довольно простую и вместе с тем удивительно полез-
ную в прикладном отношении и нашедшую широкое 
применение при анализе как электронного, так и фо-

нонного транспорта не только в режиме линейного 
отклика, но и в высоковольтном режиме горячих 
электронов, нелокального и квантового транспорта, 
транспорта в неупорядоченных и наноструктуриро-
ванных материалах как наноразмерных, так и протя-
женных, в которых проводимость определяется толь-
ко свойствами проводника. Свое начало она берет в 
работах Ландауэра [14 – 16], переосмысленных Дат-
той [12, 17, 18] и далее развитых Лундстромом при-
нительно к самым различным материалам [13, 19].  
Центральное место в любом электронном устрой-

стве играет канал проводимости, характеризуемый 
плотностью состояний D(E – U), где Е – энергия со-
стояний проводника, а U – самосоглас ванный элек-
тростатический потенциал затвора, позволяющий 
смещать 

с
 

 
 

Рис. 7 – Типичное наноразмерное электронное устройство с кон-
тактами, характеризуемыми временами пролета τ 

ается относительно потенциала E  на вели-
чи

мени жизни электронов на молекуляр-
ны

и-

 
Далее будем рассматривать двухтерминальное 

устройство (U = 0). Канал проводимости связан с 
двумя «идеальными» контактами, способными к бы-
строму восстановлению равновесия в процессе элек-
тронного транспорта и характеризуемыми фермиев-
скими функциями (20) и (21) с соответствующими 
электрохимическими потенциалами EF1 и EF2. При 
подаче напряжения V электрохимический потенциал 
EF2 пониж F1

ну qV. 
Связь контактов с каналом проводимости характе-

ризуется временами пролета τ, дающими представле-
ние о том, как быстро электроны могут покинуть 
контакт или проводник. Для наноразмерных резисто-
ров, например, молекул, времена τ контролируются 
контактами. Для протяженных резисторов с хороши-
ми контактами, как мы убедимся позже, времена τ 
становятся сопоставимыми с временами пролета всей 
протяженности проводника. В общем случае качество 
обоих контактов может быть различным, что ведет к 
различным значениям τ1 и τ2. Иногда времена τ удоб-
нее выражать в единицах энергии γ = ћ/τ. Если в роли 
канала проводимости выступает одиночная молекула, 
величина γ приобретает простой физический смысл 
уширения энергетических уровней молекулы за счет 
конечности вре

х уровнях.  
Предполагается, что канал имеет зонную структу-

ру E(k). Это требование, однако, не является обяза-
тельным [17]. Обсуждение ограничений и примен
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мо

провод-
ника и характеристических времен τ пролета. 

3. Число электронов и ток в проводнике 

тронов с энергиями между 
Е и  станет равным  

, (32) 

f (E) есть равновес-
ная

лом описывается простым кинетическим 
уравнением 

 

сти модели ЛДЛ можно найти в  [12, 13, 17, 18]. 
Перейдем к построению математической модели 

транспорта ЛДЛ в концепции «снизу – вверх». Начать 
надо с нахождения зависимости плотности электро-
нов и тока в проводнике в зависимости от фермиев-
ских распределений и соответствующих электрохи-
мических потенциалов, плотности состояний 

 
1 

 
Пусть пока только левый контакт 1 связан с кана-

лом проводимости. Он стремится пополнить провод-
ник электронами в соответствии со своим электрохи-
мическим потенциалом EF1. В конце концов равнове-
сие между контактом и каналом проводимости насту-
пит тогда, когда число элек

 E + dE
 
 01 1( ) ( ) ( )N E dE D E dEf E 
 

где D(E) – плотность состояний с энергией Е (пусть 
каждое состояние заполнено двумя электронами с 
противоположными спинами), а 1

 функция Ферми контакта 1.  
Процесс установления равновесия между контак-

том 1 и кана

 

01
1

1 1

( ) ( )( )

( )

N E N EdN E
F

dt E
  

  , (33) 

п  н
 

где скорость одачи электро ов в канал N dt/d   по-
ительна, если число электроно в канале 

N  меньше его равновесного значения 01N  , и отрица-

тельна в противном случае. Если канал первоначально 
пустой, то он заполняется электронами до их равно-
весного числа; если же канал переполнен электрона-
ми, то он опустошается до тех пор, пока в канал

лож в

е не 
буд

ассуждения приводят к следую-
ще паре уравнений: 

4) 

 

 

ет достигнуто равновесное число электронов. 
Если канал проводимости связан только с контак-

том 2, аналогичные р
й 
 

 (3 02 2( ) ( ) ( )N E dE D E dEf E  ,
 

02
2

2 2

( ) ( )( )

( )

N E N EdN E
F

dt E
  

  . (35) 

по  электронами канал и опорожняют его, имеем 

 

 
Когда канал проводимости связан одновременно с 

двумя контактами и оба контакта одновременно по-
лняют
 

1 2
1 2 1 2

( ) ( ) ( )dN E dN E dN E
F F

dt dt dt

 
   


. (36) 

ля числа электронов 
в канале проводимости получим: 

 

 
В состоянии динамического равновесия левые час-

ти кинетического уравнения (36) равны нулю. При-

равнивая нулю правую часть равенства (36) и под-
ставляя выражения для скоростей на обоих контактах 
1 и 2 по уравнениям (33) и (35), д

 
   

1
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Простоты ради, положим τ1 = τ2 и п ав-

новесные значения числа электронов 01N  и 02N

1/
( ).

1/ 1/
N E


 




 

одставим р
 по 

уравнениям (32) и (34). Тогда для числа электронов в 
канале в состоянии динамического равновесия в диф-
фе нциальной форме получим: ре

 

1 2

( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2

D E dE D E dE
N E dE f E f E   . (38) 

ению, поданному на концы проводника, а имен-
но

 

 
Остается проинтегрировать по всему спектру 

энергий и получим число электронов в канале прово-
димости в состоянии динамического равновесия двух 
контактов с электрохимическими потенциалами EF1 и 
EF2, разница между которыми пропорциональна на-
пряж

: 
 

1

2

( )
( )

2( ) .
( )

( )
2 

 

Получен ответ на первый из поставленных нами 
двух вопросов: найдено число электронов, или иначе 
плотности электронов, если известны геометрические 
параметры проводника, в зависимости от плотности 
состояний проводника и фермиевских распределений 
на контактах. Когда электронное устройство (рис. 7) 
находится в равновесии (f1 = f2 ≡ f0), получаем стан-
дартное выражение дл

D E
f E

N N E dE dE
D E

f E

  
   

  

   (39) 

я равновесного числа электро-
но  проводнике [20] 

E

в в
 
 0 0( ) ( )N D E f E d  , (40) 
 

в отличие от которого уравнение (39) пригодно как 
для равновесного состояния устройства (рис. 7), так и 
для случая, когда электронное устройство выведено 
дал

 его поперечного 

тность электронов определяется, соответственно, 
как

еко за пределы равновесия. 
Напомним, что для 1D-, 2D- и 3D-проводников 

плотность состояния пропорциональна, соответствен-
но, длине L проводника, площади
сечения A и объему проводника Ω: 

 

 D(E) ≈ {L, A, Ω},  (41) 
 

а пло
 
 

 nL = N/L, nS = N/A, n = N/Ω.  (42) 
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Перейдем к вычислению тока в состоянии дина-
мического равновесия. В этом состоянии один из 
контактов пополняет канал проводимости электрона-
ми, а другой контакт опустошает его. Если EF1 > EF2, 
контакт 1 инжектирует электроны, а контакт 2 погло-
ща

и 
(33 и (35). В состоянии динамического равновесия 

. (43) 

тель-
ны , если он входит в контакт 2 (рис. 7), так что 

ет их, и наоборот, если EF1 < EF2. 
Скорости, с которыми электроны покидают или 

поглощаются контактами 1 и 2, даются уравнениям
) 
 
 1 2 0F F 
 
По договоренности, ток считается положи
м
 
 1 2I qF qF    . (44) 

), и сложив эти одинаковые токи, сразу 
по , что  

 

 
Выразив ток один раз через F1, а второй раз через 

F2 согласно (44
лучим

 
1 2( )

2

q
I F F   . 

(  
≡ ), затем воспользоваться (32) и (34), и мы имеем: 

 

(45) 

 

Остается подставить значения для скоростей (33) и 
35) в предположении одинаковости контактов (τ1 = τ2

 τ

 01 02( )
2 ( )

q
I E N N

E
     

(46) 

1 2
2 ( )

( )( )
2

q E
D E f f

h


   , 

я пролета τ выражено в 
единицах энергии, а именно: 

 

 

 
где характеристическое врем

( )E
 




. (47) 

а в состоянии динамического равно-
весия получаем 

 

 
Интегрируя (46) по всему спектру энергий, окон-

чательно для ток

( )I I E dE   

      (48) 

 1 2
2 ( )

( ) .
2

q D E
E f f

h
     dE

проводнику, а другой стремится принять их на себя. 

 
Согласно (48), ток возникает лишь тогда, когда 

фермиевские распределения на контактах различны, 
то ли по причине различия электрохимических потен-
циалов, то ли по причине различия в температуре 
контактов, то ли сразу по этим обеим причинам. При 
различии в электрохимических потенциалах контак-
тов один из контактов стремится передать электроны 

Рассмотрение тока при различии в температуре кон-
тактов потребует отдельной публикации. 

Подведем итоги. Получены два основных уравне-
ния транспортной модели ЛДЛ: 

 

  1 2

( )

2

D E
N f f  dE , (49) 

 

  1 2
2 ( )

( )
2

q D E
I E f f

h
    dE . (50) 

 
Первое из них выражает число электронов в про-

воднике в состоянии динамического равновесия через 
плотность состояний проводника и фермиевские 
функции контактов, а второе уравнение дает ток через 
эти же характеристики электронного устройства и 
через характеристическое время пролета. Дальнейшее 
построение модели ЛДЛ фактически сводится к ис-
пользованию и развитию этих двух основных уравне-
ний. 

 
3.2 Моды проводимости 

 

Как и ожидалось, ток пропорционален разности 
фермиевских функций контактов. Позже мы убедим-
ся, что комбинация фундаментальных констант 2q/h 
играет важную роль в выражении для тока (50). А 
каков смысл произведения γπD/2? 

Параметр γ (47) имеет размерность энергии, а раз-
мерность плотности состояний D есть (энергия)-1, так 
что интересующее нас произведение γπD/2 не имеет 
размерности. В отношении размерности плотности 
состояний обратим внимание на то, что мы оперируем 
с числом электронов, а не с плотностями электронов 
(42), как это обычно принято в физике полупроводни-
ков, где плотность состояний для 3D-образца имеет 
размерность (энергия٠объем)–1. Мы сейчас увидим, 
что произведение γπD/2 = M(E) имеет физический 
смысл числа мод (иначе, каналов) проводимости ре-
зистора. 

Рассмотрим 2D баллистический резистор длины L, 
меньшей средней длины свободного пробега λ, вытя-
нутый вдоль оси х и шириной W вдоль оси y. Полная 
плотность состояний  

 

2( ) ) (DD E D E L W  ,  (51) 
 

 2 2

*
( )D v

m
D E g





, (52) 

 
где D2D есть плотность состояний на единицу площа-
ди, выписанная для параболической зонной структу-
ры с эффективной массой m* и долинным вырожде-
нием gv [20]. 

Определим характеристическое время τ. Из (38) и 
(46) имеем: 

 

 
 
 

1 2

1 2

( )

( )

f fqN E dE

I E dE f f




  


. (53) 
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Приложим к концам проводника достаточно 
большое напряжение такое, чтобы имело место 
EF2 << EF1.так что f2 << f1. Тогда из (53) имеем 

 
( ) Накопленный заряд

( )
( ) Ток

qN E dE
E

I E dE


 

 

  . (54) 

 
Число электронов в канале 
 
 , (55) ( ) ( )

S
N E n E L W  

 
где  – электронная плотность на единицу площади, 

а ток 
Sn

 

 ( ) ( ) ( )S xI E qWn E v E  , (56) 
 

так что из (54) имеем: 
 

 ( )
( )x

L
E

v E
  , (57) 

 
что есть просто среднее время пролета электрона 
через всю длину упругого резистора.  

Для оценки τ нужно вычислить среднюю скорость 
пролета от контакта 1 до контакта 2 в направлении +х 
(рис. 1). Эта скорость в случае баллистического 
транспорта, т.е. без изменения направления движения 

 

 ( ) ( ) cosxv E v E   , (58) 

 
где угол θ отсчитывается от положительного направ-
ления оси х. Поскольку в нашем случае  

 

 

/2

/2

cos
2

cos
d




 

  
 


, (59) 

 
для средней скорости в случае параболического дис-
персионного соотношения и изотропии скорости име-
ем: 

 

 
 22 2

( )
*

C
x

E E
v E v

m
 

 
 

. (60) 

 

Определяя число мод проводимости как 
 

 
( )

( ) ( )
2

D E
M E E    (61) 

и используя определение γ по (47) и плотности со-
стояний для 2D проводника по (51) для числа мод 2D 
проводника, окончательно получаем 

 

 2 2( ) ( ) ( ) ( )
4D x
h

DM E WM E W v E D E  . (62) 

 
Аналогичные соображения для 1D и 3D проводни-

ков дают 
 

1 1( ) ( ) ( ) ( ),
4D x D
h

M E M E v E D E 
 

 

 2 2( ) ( ) ( ) ( ),
4D x
h

DM E WM E W v E D E   (63) 

 

3 3( ) ( ) ( ) ( ).
4D x
h

DM E AM E A v E D E 
 

 
Обратим внимание, что в случае 2D проводников 

число мод проводимости пропорционально ширине 
проводника W, а для 3D проводников – площади их 
поперечного сечения A. 

Заслуживает внимания физический смысл полу-
ченных результатов (63). Так, для 2D проводника с 
учетом (60) и (52) число мод проводимости 

 

 2

2 *( )
( ) C

D v

m E E
WM E g W







. (64) 

 
Для частного случая параболической дисперсии 
 

  
2 2

2 *C
k

E k E
m

 


 (65) 

 
и выражая волновой вектор через де бройлевскую 
длину волны 

 
 2 /B k   , (66) 

 
вместо общего выражения (64) для числа мод прово-
димости 2D проводника имеем: 

 

 
2

( )
( ) / 2D v v

B

Wk W
WM E g g

E
 

 
, (67) 

 
что открывает возможность их физической интерпре-
тации, а именно: число мод проводимости 2D провод-
ника (с учетом долинного вырождения) показывает 
сколько де бройлевских полуволн энергии Е уклады-
вается по ширине 2D проводника.  
Целочисленность мод обеспечивается граничными 
условиями, согласно которым волновые функции 
электронов на обеих сторонах 2D проводника должны 
обращаться в нуль. Сам термин «моды» заимствован 
из теории волноводов. 
Теперь мы можем базовые уравнения модели ЛДЛ 
(49) и (50) переписать в виде  

 

  1 2
( )

2

D E
N f f  dE , 

      (68) 

 1 2
2 ( )

( )
2

q D E
I E f f

h
    dE . 

Таким образом, для вычисления числа электронов 
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и тока в проводнике кроме фермиевских функций 
контактов нужно знать плотность состояний D(E) и 
число мод M(E) проводника. 

Для параболической дисперсии (65) плотности со-
стояний хорошо известны [20]: 

 

   1
2 *

( )D
C

L m
D E L H E E

E E
 
 

C
, (69) 

 

  2 2

*
( )D

m
D E A A H E E 

 C , (70) 

 

3 2 3

* 2 *( )
( ) C

D C

m m E E
D E H E E




   


 , (71) 

 

где H(E – EC) – ступенчатая функция Хевисайда, а 
соответствующие моды проводимости таковы: 

 
  1 ( )D CM E H E E  , (72) 
 

 2

2 *( )
( ) C

D v

m E E
CM E g H E E





 , (73) 

 

 3 2

*( )
( )

2
C

D v

m E E CM E g H E E





 . (74) 

 
Поведение плотности состояний D(Е) и числа мод 

M(Е) для 1D-, 2D- и 3D-проводников с параболиче-
ской дисперсией качественно показано на рис. 8. 

 

 
 

Рис. 8 –  Сравнительное поведение плотности состояний D(Е) и 
числа мод M(Е) для 1D-, 2D- и 3D-проводников с параболической 
дисперсией (65) 
 

Плотность состояний для 1D проводника обратно 
пропорциональна √Е, для 2D проводника постоянна, 
для 3D – прямо пропорциональна √Е. Что касается 
мод проводимости, то 1D проводник характеризуется 
единственной модой проводимости, равной функции 
Хевисайда, что позволяет определить ее калибровку 
для использования ее в формулах (69) – (74). Число 
же мод 2D проводника прямо пропорциональна √Е, а 
3D проводника расчет с энергией линейно. 

Заключая этот раздел, подведем итоги: 
1. Плотность состояний D(Е) нужна для вычисления 
плотности носителей тока. 

2. Число мод M(Е) используется для вычисления 
тока. 
3. Число мод M(Е) пропорционально средней скоро-
сти носителей тока в направлении их движения, 
помноженной на плотность состояний D(Е). 
4. Число мод M(Е) зависит от зонной структуры и 
размерности проводника. 

Хотя выше в качестве примера и рассмотрены 
проводники с параболической дисперсией, формулы 
(63) носят общий характер. Мы воспользуемся ими в 
другом обзоре, посвященном графену, дисперсия у 
которого линейная [21]. Для произвольной дисперси-
онной зависимости E(k) разработаны численные ме-
тоды вычисления числа мод проводимости [22]. 

 
3.3 Коэффициент прохождения  

 

До сих пор мы рассматривали баллистический 
транспорт. Перейдем к рассмотрению диффузионного 
транспорта, когда L >> λ. Электроны, инжектируемые 
контактами 1 и 2 , подвержены случайным блуждани-
ям. Некоторые из них заканчиваются на инжекти-
рующем контакте, а иные – на другом контакте. Если 
на контакт 2 подан положительный потенциал, то 
большая часть блужданий закончится на этом контак-
те.  

Ключевым параметром в модели ЛДЛ есть вели-
чина γπD(Е)/2, которая в случае баллистического 
транспорта оказывается равной числу мод проводи-
мости M(E). Уширение γ и время пролета τ связаны 
между собой: γ = ћ/τ. В режиме диффузионного 
транспорта следует ожидать увеличения времени τ, 
что влечет за собой уменьшения величины γπD(Е)/2. 
Сейчас покажем, что в случае диффузионного транс-
порта γπD(Е)/2 = M(E)٠Т(Е), где Т(Е) ≤ 1 получил 
название коэффициента прохождения (transmission 
coefficient).  

В режиме баллистического транспорта электроны 
инжектируются в проводник под разными углами, в 
результате чего время пролета описывается некой 
функцией распределения. Величину γ мы оценивали 
через среднее время пролета 
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E
E

 

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, (75) 

 

где  
 

 
( )

( ) cos ( ) 2 /( )x

L L L
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v E v Ev E
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 
. (76) 

 

Наша задача сейчас оценить ( )E  в режиме диф-

фузионного транспорта.Воспользуемся первым зако-
ном диффузии Фика применительно к потоку элек-
тронов в 2D проводнике: 

 

 Sdn
J qD

dx
 , (77) 

 

где плотность тока J пропорциональна градиенту 
плотности электронов с коэффициентом диффузии D  
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в роли коэффициента пропорциональности.  
Пусть электроны в проводник с подавляющим 

преимуществом поставляет только контакт 1, т.е. 
f1 ≈ 1, а f2 ≈ 0. На левом конце проводника (х = 0) есть 
конечная плотность электронов  (рис. 9). (0)Sn

 

 
 

Рис. 9 – К выводу времени пролета τD в диффузионном режиме 
 

Поскольку процессы рекомбинации/рождения но-
сителей тока не учитываются, то профиль плотности 
электронов на всем протяжении проводника будет 
линейным с практически нулевым значением плотно-

сти на правом конце проводника:  за счет 

f2 ≈ 0. Время пролета, согласно (54), есть отношение 
накопленного в проводнике заряда к току 

( ) 0S L 

 

 

2(0) / 2

(0) / 2
S

D
S

Wq n LqN L

I WqD n L D


   


, (78) 

 

где накопленный в проводнике заряд qN есть полови-
на площади прямоугольника (рис. 9), построенного 
для 2D проводника на его длине L и ширине W, а ток I 
= J٠W и, согласно (77), dnS/dx = ΔnS(0)/L. Таким 
образом, время пролета в диффузионном режиме 

 

 
2

2D
L

D
  , (79) 

 

тогда как в баллистическом режиме 
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x

L

v
  . (80) 

 

Собирая все вместе, имеем: 
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( )
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2
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B D

D E D E
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
 (81) 

 
где коэффициент прохождения есть отношение двух 
времен пролета – в баллистическом режиме и в диф-
фузионном: 

 

 ( ) B

D

T E





. (82) 

 
Другими словами, при наличии рассеяния число 

мод M(E)  нужно заменить на M(E)٠Т(Е).  

Для оценки Т(Е) воспользуемся определением ко-
эффициента прохождения (82) и выражениями (79) и 
(80). Тогда  

 

 
2

( )
x

D
T E

L v
 . (83) 

 

Опираясь на теорию случайных блужданий [23], 
можно показать [24], что коэффициент диффузии  

 

 2

xv
D

 
 , (84) 

 

что вместе с (83) дает простое выражение для коэф-
фициента прохождения  

 

 ( ) 1T E
L


   (85) 

 

Как и ожидалось, число мод проводимости в диф-
фузионном режиме M(E)٠Т(Е) резко уменьшается.  

Выражение для коэффициента прохождения (85) 
верно для диффузионного режима. Можно показать 
[24], что в общем случае коэффициент прохождения  

 

 ( )
( )

( )

E
T E

E L



 

. (86) 

 

Это выражение справедливо как для диффузион-
ного режима (L >> λ), так и для баллистического (L 
<< λ), приближаясь к единице, так и для промежу-
точных случаев. Подводя итоги, в общем случае име-
ет место соотношение  

 

 ( )
( ) ( ) ( )

2

D E
E M E T   E , (87) 

 

в котором число мод определяется общими выраже-
ниями (63), а в отношении коэффициента прохожде-
ния в реальных экспериментах рассматривают три 
режима: 

 

Диффузионный: L >> λ;  T = λ/L << 1, 
 

Баллистический: L << λ;  T → 1,    (88) 
 

Квази-баллистический: L ≈ λ;  T < 1. 
 

Примечательно, что сравнительно простая транс-
портная модель ЛДЛ применима ко всем трем режи-
мам. 

 
3.4  Режим линейного отклика  

 

Для тока в модели ЛДЛ получены два выражения: 
 

 1 2
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(89) 
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В них не учитывается важный в прикладном от-
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ношении низковольтный режим. Если подать на про-
водник большое напряжение, то вследствие появле-
ния множества неупругих столкновений в режиме 
горячих электронов нарушатся принятые нами допу-
щения, которые привели нас к модели независимых 
мод проводимости. Мы далее продолжим строить 
модель ЛДЛ для режима линейного отклика, что по-
зволит упростить уравнения (89). 

В режиме линейного отклика (п. 2.3), иначе ли-
нейного транспорта или почти равновесного транс-
порта (near-equilibrium transport), фермиевские функ-
ции контактов (20) и (21) и равновесная функция 
Ферми 

 

  0
0

1

exp 1F

f E
E E

kT


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, (90) 

 

находятся в соотношении 
 

 0 1 2 0( ) ( ) ( ) ( )f E f E f E f E   , (91) 
 

при этом подаваемое на концы проводника напряже-
ние  

 

 , (92) 1 2Δ / ( ) /F F FV E q E E   q

 
незначительно. Пользуясь малостью ΔEF, фермиев-
скую функцию контакта 2 можно разложить в ряд 
Тейлора и ограничиться первой степенью, а именно: 
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   1f qV , (93) 

 
а учитывая (30) и (91), окончательно для разности 

фермиевских функций контактов в режиме линейного 
отклика имеем: 

 

 0
1 2 ( )

f
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
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
qV . (94) 

 
Окончательно для тока (89) и проводимости в ре-

жиме линейного отклика модели ЛДЛ имеем: 
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h E
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где последнее уравнение известно как уравнение 

Ландауэра для проводимости. 
Теперь мы имеем выражение для проводимости, в 

котором проводимость связана со свойствами мате-
риала проводника. Эти выражения справедливы для 
1D-, 2D- и 3D-проводников как в баллистическом 
режиме, так и в диффузионном, если пользоваться 
соответствующими выражениями для числа мод (63).  

3.5 Транспорт в массивных проводниках 
 
Модель ЛДЛ пригодна как для коротких, нанораз-

мерных, так и длинных, массивных проводников. 
Когда канал проводимости достаточно длинный, роль 
контактов пренебрежимо мала и проводимость опре-
деляется свойствами материала проводника. Выраже-
ния для тока в массивных проводниках в режиме ли-
нейного отклика можно получить из любого из общих 
уравнений (89). Воспользуемся первым их них. 

Перепишем разность фермиевских функций (94) в 
виде 
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1 2
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. (97) 

 
Тогда для тока имеем: 
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В массивных проводниках всегда реализуется 

диффузионный режим, так что  
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Пусть мы рассматриваем 2D проводник. Для него, 

согласно (70), 
 
 2( ) ( )DD E WLD E . (100) 

 
Подставляя (99) и (100) в (98), для плотности тока 

получаем 
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Поскольку массивный проводник находится в ре-
жиме линейного отклика и почти равновесного транс-
порта по всей длине проводника, мы вправе предпо-
ложить линейное падение электрохимического потен-
циала от контакта 1 до контакта 2 так, что ΔEF/L есть 
градиент фермиевской функции dEF/dx, и (101) можно 
переписать в виде 
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
 , (102) 

 
где удельная проводимость 
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Оба уравнения (102) и (103) представляют собой 

стандартный результат, получаемый обычно в термо-
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динамике необратимых процессов или же путем ре-
шения транспортного уравнения Больцмана [7]. Мы 
же получили эти стандартные результаты для массив-
ных проводников, предположив в модели ЛДЛ лишь 
то, что длина проводника намного превышает длину 
свободного пробега.  

Уравнение (102) можно переписать иначе. Из тео-
рии полупроводников для невырожденных n-
роводников известно [20], что 
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Для этого случая уравнение для плотности тока 

(102) можно переписать в виде: 
 

 S
x S x

dn
J n q qD

dx
   , (104) 

 
где  

 
D kT

q



, (105) 

 
есть соотношение Эйнштейна между коэффициен-

том диффузии электронов и их мобильностью. 
Уравнение (104) дрейфа и диффузии хорошо из-

вестно в физике полупроводников и обычно служит 
начальным приближением при анализе полупровод-
никовых устройств [20]. Оно справедливо для невы-
рожденных проводников в предположении постоян-
ства температуры вдоль проводника и, как мы видели, 
предполагает почти равновесный транспорт. 

До сих пор речь шла только о транспорте электро-
нов. Если же речь зайдет о транспорте «дырок», то в 
модели ЛДЛ нужно лишь помнить, что «дырки» опи-
сываются своим электрохимическим потенциалом 

 p
FE , отличным от химпотенциала электронов EF, в 

обозначении которого мы просто опускали верхний 
индекс (n) за очевидностью его. Это связано с тем, что 
в валентной зоне и в зоне проводимости носители 
тока отделены друг от друга и в равновесии находятся 
лишь носители тока в каждой из зон. Процессы ре-
комбинации/рождения носителей тока, которые свя-
зывают заселенности в этих зонах, идут намного мед-
леннее, чем процессы рассеяния, устанавливающие 
равновесие в каждой из зон.  

Для электронов в зоне проводимости имеем урав-
нения (102), (103) и (91). Уравнения (102) и (103) 
выводились без учета природы носителей тока. По-
этому для «дырок» в валентной зоне эти уравнения 

нужно просто переписать с «дырочным» электрохи-
мическим потенциалом, а именно: 
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Полный ток есть сумма токов в каждой из зон. 
Осталось подвести итоги. Уравнение Ландауэра 

для проводимости (96) описывает электронный 
транспорт в проводнике с общих позиций. Проводи-
мость пропорциональна фундаментальным констан-
там (G ≈ 2q2/h), которые определяют квант проводи-
мости, ассоциируемый с контактами, в чем мы убе-
димся в следующей части настоящего обзора. Прово-
димость зависит от числа мод проводимости M(E) и 
от коэффициента прохождения T(E), представляюще-
го собой вероятность того, что электрон с энергией Е, 
инжектированный контактом 1, достигнет контакта 2. 
Полную проводимость находим путем интегрирова-
ния вкладов от всех мод проводимости. Уравнение 
справедливо для 1D-, 2D- и 3D-проводников, нужно 
лишь просто корректно вычислить число мод прово-
димости по (63). Справедливо оно как для баллисти-
ческих нанорезисторов, так и для массивных резисто-
ров и корректно описывает промежуточные ситуации. 
Следующую часть обзора мы начнем с уравнения 
Ландауэра и посвятим ее вычислению проводимости 
для 1D-, 2D- и 3D-проводников, работающих в режи-
ме баллистическом или диффузионном, как, впрочем, 
и в любом промежуточном. Нужно также помнить, 
что электронный транспорт рассматривался нами в 
изотермических условиях. Термоэлектрические явле-
ния и термоэлектрики с позиций транспортной моде-
ли ЛДЛ будут рассмотрены отдельно.  
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General issues of electronic conductivity and the causes for the current flow, role of electrochemical po-

tentials, Fermi functions, and Fermi window for conduction are discussed, as well as there given detailed de-
scription of the Landauer elastic resistor model, different transport regimes from ballistic to diffusion and in 
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Обобщенная модель электронного транспорта и переноса тепла в микро- и наноэлектронике 
 

 

between, conductivity modes, and transmission coefficient in the frame of the «bottom – up»  approach of 
modern nanoelectronics. Generalized model of electron transport in the linear response regime  developed by 
R. Landauer, S. Datta, and M. Lundstrom with application to the resistors of any dimension, any size and ar-
bitrary dispersion working in ballistic, quasi-ballistic or diffusion regime is summerized. 

In summary, the Landauer equation for the conductivity describes the electron transport in the conductor 
from the very general positions. The conductivity is proportional to the fundamental constants q and h, which 
determine the quantum of conductance, associated with contacts. The conductivity depends on the number of 
modes of conductance and transmission coefficient, representing the probability that an electron with energy 
E injected by one contact to reach another contact. Conductivity we finally find by integrating the contribu-
tions from all modes of conduction. The equations valid for 1D, 2D and 3D conductors for ballistic nanoreac-
tors as well as for massive conductors. 

Keywords: Nanophysics and Nanoelectronics, elastic resistor fashion conductivity, transmittance. 
 
 
 

УЗАГАЛЬНЕНА МОДЕЛЬ ЕЛЕКТРОННОГО ТРАНСПОРТУ І  
ПЕРЕНЕСЕННЯ ТЕПЛА В МІКРО- І НАНОЕЛЕКТРОНІКИ 
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15, 65016 Одеса, Україна, quantumnet@yandex.ua.  

 
В рамках концепції «знизу – вгору» наноелектроніки розглядаються загальні питання електронної 

провідності, причини виникнення струму, роль електрохімічних потенціалів, функцій Фермі і 
ферміївського вікна провідності, модель пружного резистора, різні режими транспорту електронів, 
моди провід-ності, коефіцієнт проходження. Викладається узагальнена модель транспорту електронів 
в режимі лінійного відгуку, розвинена Р. Ландауером, С.Даттой і М.Лундстромом стосовно провідни-
кам будь-якої розмірності, будь-якого масштабу і довільної дисперсії, що працюють в балістичним, 
квазі-балістичним або дифузійним режимі. 

Ключові слова: нанофізика, наноелектроніка, пружний резистор, моди провідності, коефіцієнт 
проходження. 
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