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Излагается теория преобразования структуры дискретизации многомерного сигнала на основе 
векторного представления многомерных цифровых сигналов и систем на решетках. 
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Значительная часть научных экспериментов на МКС в той или иной степени 

связана с обработкой, консервацией и передачей изображения [1,2]. Поскольку 
многомерный телевизионный сигнал обладает повышенной информационной 
избыточностью, представляется целесообразным классификация исследуемых объектов 
по выделению интересующих признаков конкретного исследования с последующей 
цифровой обработкой. Одним из направлений применения многомерной обработки 
является субдискретизация и интерполяция изображения в телевидении высокого и 
повышенного разрешения. 

Важное значение в теории многомерной обработки цифровых сигналов является 
n-мерная структура дискретизации [3,4,5] , представляющая собой решетку Λ , 
определяемую матрицей V образованную векторами, являющимися базисом решетки 
(рис.1). Решетке Λ  соответствует векторное произведение  mr⋅=Λ V ,  где mr  -
вектор целочисленных значений. 
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Рис.1 – Двумерная решетка дискретизации 1Λ ,  где V1= ⎥

⎦
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Интерполяция и децимация многомерного сигнала связана с преобразованием 

структуры пространственной дискретизации решетки Λ1  в Λ2  соответственно на входе 
и выходе преобразователя, при этом произведение 2

1
1 VV ⋅−  образует матрицу 

рациональных чисел. 
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              Рис. 2 - Функциональная  схема процесса децимации решетки. 
 

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
-5

-4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

x

y

 
Рис.3 - Двумерная решетка 2Λ  после децимации, где V2= ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− 22
22 . 

Процесс децимации представлен на рис.2, а решетка после децимации на рис.3, что 
приводит к образованию подрешетки, где DVV 2

1
1 =⋅−  является матрицей децимации, 

состоящей из целочисленных значений 2Ddet ≥ . Операция пространственной низкочастотной 
предфильтрации описывается выражением пространственной свертки 
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где ( )mVh r -импульсная характеристика пространственного фильтра. 
Для дальнейшего исследования характера ошибок в спектральной области сигнал 

децимации удобно определить: 
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Используя свойство дискретного ряда Фурье на решетке [5,6,7], целесообразно 
следующее представление: 
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где g
r -вектор положительных целочисленных значений, принадлежащий области  
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прореживающая функция принимает нулевые значения для km
rr D≠  и выполняет функцию 

децимации. Область 1D T <− g
r  находится внутри фундаментального параллелепипеда [6] (рис.4), 

которая является элементарной ячейкой пространственной взаимной решетки T
1V − .  

Двумерный спектр  прореживающей функции приведен на рис.5. 

 
Рис.4 - Спектр решетки дискретизации Λ 2
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Рис.5 - Двумерный спектр прореживающей функции ( )( )∑ −π⋅
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Учитывая, что выходной сигнал дециматора определен на подрешетке Λ 2  и 
объединяет выражения(1) и (2), можно уменьшить объем вычислений предфильтра в 
реальном процессоре цифровой многомерной децимации и получить  
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Пространственный спектр на выходе процесса децимации многомерного сигнала 
определяется как векторное преобразование  Фурье [4,7,8] выражения (3) (представлен  
на рис.6)   
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где T

11 V2U −π= - матрица спектральной решетки периодизации (рис.4); 
       ⊗ - операция n-мерной свертки. 
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Рис.6 - Контурный график с линиями уровня  двумерного спектра сигнала после 
децимации.  
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Назначение пространственного фильтра ( )w

r
H - отфильтровать сигнал ( )m

r
1VX , 

чтобы избежать модуляционных искажений связанных с наложением спектра после 
процесса децимации. В общем случае спектральную характеристику предфильтра 
можно рассматривать, как характеристику идеального пространственного фильтра 
нижних частот, граница спектра которого определяется элементарной ячейкой 
Вороного [6] на спектральной решетке m

rT
12 DU −∗ =Λ , образующую множество всех 

точек, расположенных ближе к нулю, чем к другим точкам спектральной решетки Λ 2
∗  
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(рис.7). Частотная характеристика двумерного цифрового предфильтра децимации, 
определяемая ячейкой Вороного, приведена на рис.8.  

Процесс интерполяции многомерного сигнала представлен на рис 9. Его 
математической основой является образование решетки Λ 2 , для которой Λ1  является 
подрешеткой, где EVV 1

1
2 =−  является матрицей интерполяции и состоит из 

целочисленных значений 2Edet ≥  [9]. 

 
Рис.7 - Ячейки Вороного на спектре U1 решетки V1, для оценки цифрового предфильтра 
( )m
r

1Vh  перед децимацией. 

 
Рис.8 - Частотная характеристика двумерного цифрового предфильтра децимации для 
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который может быть представлен в виде 
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где p
r

- вектор положительных целочисленных значений, принадлежащих 
области EI , определяемой условием 1E T <− p

r . 

 
 
 
 
 
 

 

 

Рис. 9 - Функциональная  схема процесса интерполяции решетки. 
 

Для восстановления сигнала во всех точках решетки Λ 2  и устранения 
нежелательных высокочастотных составляющих пространственного спектра, 
необходимо отфильтровать сигнал ( )mVX 2

r
′  c помощью низкочастотного 

пространственного постфильтра 
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который в идеале должен являться пространственным фильтром нижних частот, 
спектральные границы которого определяются элементарной ячейкой Вороного на 
спектральной решетке m

rT
21 EU −∗ =Λ . 

С учетом определения ( 5 ) выражение ( 7 ) может быть представлено как 
частный случай в виде 
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т.е. в реальном цифровом процессе интерполяции в постфильтрации участвуют 
только исходные значения, определяемые на подрешетке Λ1 . 

Пространственный спектр интерполированного цифрового многомерного 
сигнала определяется как векторное преобразование Фурье выражения ( 7 ) c учетом 
выражения ( 6 ) представлен на рис.10. 
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Рис.10 - Контурный график с линиями уровня  двумерного спектра сигнала после 
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В двух предыдущих случаях рассмотрены варианты изменения структуры 

цифрового многомерного сигнала в целое число раз. 
В этом подразделе рассматривается общий случай преобразования структуры 

решетки, где матрица преобразования состоит из рациональных чисел DEVV 1
2

1
1

−− =  
[5,7,9]. Такое преобразование будет осуществляться посредством поочередного 
выполнения процесса целочисленной интерполяции с матрицей Е и затем 
целочисленной децимации с матрицей D. Схематически это изображено на рис.11. 

Напомним, что Λ Λ1 2+  является наименьшей из решеток, содержащих 
одновременно подрешетки Λ1  и Λ 2 , которой соответствует 21V Λ+Λ=m

r
. 

 
 
 

 
 
 
 
 

Рис. 11 - Функциональная  схема процесса децимации и интерполяции. 
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Выражение (12) соответствует общей форме представления выходного сигнала 
на решетке, которое удобно для дальнейшего спектрального анализа преобразования 
структуры цифрового многомерного сигнала. 

C учетом сомножителей ( )( )mg
rr 1T DV2exp −π  и ( )( )mp

rr 1T EV2exp −π , 
определяющих входной и выходной сигнал на подрешетках  и  соответственно, 
реальный процесс преобразования цифрового многомерного сигнала имеет вид 
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Пространственный спектр выходного сигнала преобразования с учетом 
выражения ( 4 ) и ( 9 )имеет вид: 
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 что выражает геометрическую картину укладки спектров, выявляющую степень их 
взаимного положения и возможности разделения путем фильтрации, а также позволяет 
оценить возникающие при этом искажения и тем самым судить об оптимальности 
фильтрации и выбранной структуры дискретизации. 

Итак, получены выражения в реальном и спектральном пространстве систем 
децимации, интерполяции и преобразования структуры цифрового многомерного 
сигнала на решетках. Эти и другие, близкие к ним вопросы лежат в основе множества 
практических задач, связанных с многомерной обработкой сигнала, сложность и 
разнообразие которых быстро возрастает. Это еще в большей степени оправдывает 
изложенный метод, основанный на теории решеток.  

Заключение 
В статье приведен анализ процессов децимации, интерполяции и 

преобразования структуры цифрового многомерного сигнала, особенностью которого 
является использование решеток для описания данных процессов. Такой подход 
выбран как наиболее приемлемый для задач цифровой обработки многомерных 
сигналов, где необходимо иметь представление этих процессов в спектральной области 
и производить оптимизацию характеристик пред- и постфильтров, способных 
обеспечить необходимое качество изображения проектируемых ТВ-систем 
повышенного и высокого разрешения, повысить точность обработки и анализа 
изображений в любых спектральных областях наблюдений при прведении научных 
экспериментов. 
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Інтерполяція і децимация цифрових багатовимірних сигналів. Гор’єв С.А.  
Викладається теорія перетворення структури дискретизації багатовимірного сигналу на базі 
векторного представлення математичних грат як структур дискретизації. Сформульовані основи 
практичної реалізації гратчастої багатовимірної дискретизації. Запропонований теоретичний аналіз 
векторного багатовимірного сигналу в  спектральній області, а також вимоги до фільтрів 
передфільтрації і інтерполюючої фільтрації.  
Ключові слова: структура  дискретизації, математичні грати, інтерполяція, децимация. 
 
]nterpolation and decimation of digital multivariate signal. Goriev S. 
The theory of transformation of structure of digitization of a multivariate signal on the basis of vector 
representation of mathematical lattices as structures of digitization is stated. Bases of practical realization of 
trellised multivariate digitization are formulated. The theoretical analysis of a vector multivariate signal in 
spectral area, and also requirements to filters of a prefiltration and an interpolating filtration is offered 
Keywords: multivariate signal, interpolating, decimation, lattices. 
 


