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В рамках S-матричного формализма и КЭД теории возмущений предложен новый подход к 
построению оптимизированного одноквазичастичного представления в теории релятивистских 
многоэлектронных систем, обобщающий известный КЭД подход [1] и удовлетворяющий 
фундаментальному принципу калибровочной инвариантности.  
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Введение. Фундаментальной и актуальной проблемой современной теории 

релятивистских многочастичных кулоновских систем (квантовой теории поля) остается 
разработка нового неэмпирического высокоточного метода (или существенное 
усовершенствование имеющихся) расчета спектров собственных энергий и 
собственных функций соответствующих релятивистских операторов энергии. В данной 
работе предложен новый принцип построения базиса функций релятивистской теории 
возмущений (ТВ) для многочастичной системы, обобщающий известный КЭД подход 
Глушкова-Иванова [1,2]   Подобная задача оказывается близка к традиционной задаче 
построения базисов волновых функций для многоэлектронных систем, а именно, 
проблеме выбора оптимизированного одноквазичастичного представления. Как 
указывалось, в методах самосогласованного поля (ССП) генерируется искомое 
представление, обладающее принципиальными недостатками. Альтернативный вариант 
дает метод естественных орбиталей, развитый в работах  Дэвидсона [3]. Его главное 
достоинство - векторы состояний получаются значительно “чище”, чем в 
представлении ССП, что упрощает расчет энергетической матрицы. Тем не менее, в 
настоящее время не известно регулярного метода построения базиса таких орбиталей,  
приемлемого для массовых расчетов. Среди других подходов к оптимизации базиса в 
последние годы применение получил метод функционала плотности (ФП)[4]. Наиболее 
ценный результат подхода - построение представления, генерирующего улучшенный 
однoэлектронный базис. Однако в том виде, как обычно этот метод используется в 
массовых расчетах, его точность часто оказывается недостаточно высокой. В подходе 
Dietz-Heβ [5] на основе вариационного принципа получена система уравнений типа 
Хартри-Фока (так называемые g-ХФ уравнения) более оптимальных, чем в обычной 
схеме ХФ, однако полную инвариантность достичь не удалось.В известном подходе  
Рудзикаса-Каняускаса [1] в рамках амплитудной схемы калибровочная постоянная 
использована в качестве подгоночного параметра. Помимо известной теоретической 
непоследовательности, этом подход в ряде важных случаев не обеспечивает 
приемлемую точность расчета. В наиболее последовательном в настоящее время 
подходе Глушкова-Иванова [2] в рамках модельного энергетического КЭД подхода 
использован принцип минимизации калибровочно неинвариантных вкладов в мнимую 
часть электронной энергии системы; при этом рассмотрено водорооподобное 
приближение при определении класса функций для описания электронной плотности 
ρc. В модели [6] в расчетах эффекта лазерного усиления в плазме многозарядных ионов  
использована схема [2] с дополнением базиса дискретных состояний уравнения Дирака 
штурмовским дополнением для учета состояний континуума.  
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Энергетический подход. Для построения оптимизированного одноквазичастичного 
приближения мы, как и в [2], используем энергетический подход. При этом 
предполагаемая новая схема расчета должны быть полностью калибровочно-
инвариантной. Соблюдение этого фундаментального принципа будет 
свидетельствовать о качестве генерируемых в ее рамках базисов функций состояний. 
Следуя [4], мы воспользуемся фундаментальным принципом оптимизации ρc , 
связаным с минимизацией энергетического функционала, представляющего собой 
вклад поляризационных диаграмм 4-порядка КЭД ТВ (2 порядка атомной ТВ). Как 
указывалось выше, в четвертом порядке появляются диаграммы, вклад которых связан 
с эффектов поляризацией остова надостовной квазичастицей. Это первые диаграммы, в 
которых проявляются коллективные эффекты; их вклады зависят от калибровки 
потенциалов электромагнитного поля (калибровочно неинвариантные вклады). Для 
определенности ниже рассматриваем одноквазичастичная система. Возмущением в ТВ 
является оператор 

                                                         ( ) ( ) ( )xAxJrVc
µ

µ−−  ,                                     (1) 

где A — вектор-потенциал электромагнитного пoля,  J — оператор тока. 
        Ниже рассматриваются диаграммы, изображенные на рис.1.  
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Рис.1 - Одно- и двухквазичастичные диаграммы КЭД ТВ. 

                                                                                                  
На рис.1 диаграмма В -   единственная диаграмма второго порядка ТВ,  дающая вклад в 
мнимую часть энергии системы Im E; диаграмма Ad  — прямая поляризационная 
диаграмма  и Aex— обменная поляризационная диаграмма. Это диаграммы 4-го порядка 
КЭД  ТВ, учитывающие поляризацию остова. Электронный пропагатор: 
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уровня Ферми электронов в остове, включая верхний континуум. Каждой пунктирной 
линии соответствует выражение γµ Dµν γν. Вид фотонного пропагатора Dµν  зависит от 
калибровки. Обычно используемое выражение для пропагатора имеет следующий вид  
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 После интегрирования по временам (переход к невременным диаграммам) пунктирной 
линии соответствует "оператор" межэлектронного взаимодействия 
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где αI –матрицы Дирака. Второй член в (3) описывает брейтовское взаимодействие; 
экспонента учитывает запаздывание взаимодействия. Диаграмма второго порядка 
содержит только один электронный пропагатор. Вклад в Im  Σ дает ∑

≤Fs
(если активная 

частица-электрон) или ∑
>Fs

 (частица-вакансия). Соответственно этот вклад 

представляется в виде [2] 
 

                                                          ( ) ( )∑ −= 11 ImIm BsEBE αα ,                                  (4) 
т.е. суммой парциальных вкладов переходов из начального состояния | α > в  конечное 
состояние | s>. Эти вклады выражаются через произведение одноэлектронных 
матричных элементов [1]. Информация об остове содержится только в потенциале 
уравнения Дирака для состояний α, s; при этом   обеспечивается ограничение пределов 
суммирования по s. Такие матричные элементы не должны зависеть от калибровки 
электромагнитного поля. Итак, во втором порядке Im E является функционалом 
плотности, однако не зависит от калибровки. Диаграммы 4-го порядка учитывают 
влияние многочастичных корреляционных эффектов и их вклад фактически зависит от 
калибровки фотонного пропагатора. Базис будет оптимизированным, если уже в 
первом неисчезающем приближении провести минимизацию неинвариантного вклада. 
Фактически минимизируется вклад коллективных эффектов в матричные элементы 
определенного типа, что соответствует общему принципу построения базиса 
естественных орбиталей. Запишем фотонный пропагатор в следующем виде [7]:  
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где  DT  представляет обмен электронов поперечными фотонами,  DL — продольными 
фотонами,  C — калибровочная константа. Далее можно рассчитать вклад диаграмм Ad, 
Aex, связанный с продольной частью пропагатора в ImEninv(α-s|A). Эта величина -
функционал электронной плотности ρc. Оптимизация ρc сводится к минимизации 
искомого энергетического  функционала. При D=DT вклад диаграммы 2 порядка в 
парциальную ширину уровня α равен [2] 
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Здесь     
                                     12122121 /sin)1()( rrrrD sT αωαα−= ,                                 (10)        
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 Вклад Dµν,, согласно известной теореме Гранта, равен 0, если одноквазичастичные 
функции Фα, Фs удовлетворяют одному и тому же уравнению Дирака. Он может быть 
не равен нулю, например, если использовать приближение возмущенных волн [5].  
Достаточно громоздкие вычисления для вклада Аd дают следующее выражение [2]  
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 (12) 
При этом D представлено в виде DT+CDL и оставлен только линейный по С член. 
Можно показать, что выражение (12)  представляется в виде слагаемых 
 
                                    ( )smnmWsnnsWm αωωαα ±∑ 21                   (13) 
с четырьмя различными комбинациями операторов W1 и W2. Сумму можно вычислить 
методом дифференциальных уравнений [8,9]. Индекс m дает конечное число состояний, 
занятых в остове системы, и состояния отрицательного континуума. Связанная с 
континуумом часть описывает поляризацию вакуума электронного поля, в 
неперенормируемой теории к расходящимся интегралам. Ее вклад, однако, по 
отношению к основному вкладу имеет дополнительный порядок малости (αZ2). Из 
расчетов энергий во 2 порядке известно, что численно поправка на поляризацию 
вакуума в реальных системах очень мала. Опуская часть суммы с ωm< 0 приходим к 
конечной системе дифференциальных уравнений. При заполнении остова 
вычислительная процедура быстро усложняется. Вклад поляризационных диаграмм 
определяется поляризуемостью остова, которая, согласно теореме Кона-Шэма, связана 
с плотностью. Считаем в соответствии с приближением Томаса - Ферми, что электроны 
остова представляют собой однородный электронный газ. Тогда сумма ∑

<> ff,mn
 

вычисляется аналитически: значение однозначно определяется уровнем Ферми остова, 
т.е. ρс.  
Аппроксимации в рамках теории ФП. Согласно [2], интеграл (12) аппроксимируется 
матричным элементом оператора поляризационного взаимодействия. Далее процедура 
минимизации ФП Im Eninv реализуется стандартным образом при условии  

( ) 12 =∫ rrdr cρ  
и сводится к цепочки вариаций  
 

{ } ,,,, XggffV sscc δδδδρ αα →→→→→→  EIZYY ii δδδδδ →→→→→→→→ . 
                                                                                                                                            (14) 
Здесь  f, g — решения уравнения Дирака с VN+VC  (VN – ядерный потенциал). 
Стандартный обменный потенциал Кона-Шэма (КШ) определяется в виде [4] 

         
                                                        3/122 )](3)[/()( rerV KS

X ρππ−= .                          (15) 
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В приближении локальной плотности обменный потенциал [4]     

                                                         )(
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rrV X

X δρ
ρδ

ρ =  ,                                    (16) 

где  )]([ rEX ρ  - обменная энергия многоэлектронной системы, соответствующая 
однородной плотности )(rρ , которая выводится из гамильтониана, содержащего 
поперечный векторный потенциал фотонов. Соответственно, релятивистский обменный 
потенциал записывается в виде [10] 
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где   cr /)](3 3/12ρπβ = , с – скорость света. В качестве корреляционного потенциала в 
дальнейшем будем использовать обобщенный потенциал Гуннарсона-Лундквиста (ГЛ) 
 
                                      ])(3768.181ln[0333.0]),([ 3/1rbrrVC ρρ ⋅+⋅⋅−= ,         (18) 
где b – параметр оптимизации [2]. Далее первое звено цепочки вариаций реализуется с 
помощью       
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где последнее слагаемое обусловлено учетом обменно-корреляционных эффектов в 
приближении КШ-ГЛ. Это ключевой момент нашего подхода (использование 
релятивистских ФП). Для реализации 2-гo звена надо найти поправку первого порядка 
по δVC к функциям fα, fs, gα, gs -решениям уравнения Дирака с потенциалом VN+VC. 
Искомая поправка - биспинор 

                                              ∑ ε−ε>µµ<=µ µµ
in imiiniiiimiin mnVmnΨmΦ )/(|| ,             (20) 

где (nµm) – квантовые числа одноэлектронных состояний, ε - энергетический параметр.  
Задача расчета биспинора типа (20) хорошо известна в теории взаимодействия атомных 
систем с лазерным полем  [11]. Компоненты (20) удовлетворяют системе уравнений 
типа Дирака (в кулоновских единицах) [1]: 
 

,/)1(/' iinC fVFAZrGZG µδαµα =+−+ +  

 (21) 
,/)1(/' iinCi gVGAZrFZF µδαµα =+++− −  

где α - постоянная тонкой структуры, Z- заряд ядра, а функции А± определяются 
выражением  

εα −±=±
2)/(1)( ZrVA C . 

Численная реализация. Решения системы (21) далее стандартно представляются в 
форме квадратур и содержат пары фундаментальных решений (21) без правых частей. 
В результате вклад (12) представляется суммой радиальных интегралов типа 
 
                             ∫∫∫= )()()()()( 3231321321 rrMrrLrZrYrXdrdrdrI ,                    (22)  

 
где использованы следующие обозначения: 
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где λ=0,1;  p, q, t, u, v-  некоторые целые числа; f, g – радиальные части двухкомпонент-
ных функций состояния квазичастицы.          
      В (22) под знаком трехкратного интегрирования стоят известные функции: Бесселя, 
радиальные компоненты функций одноквазичастичных состояний (решения уравнения 
Дирака) и степени переменных r1r2r3 . Полное выражение (12) содержит несколько 
радиальных интегралов типа (22) с достаточно громоздкими коэффициентами, 
содержащими 6j- символы Рака и 9j- символы Фано. С помощью несложных 
компьютерных программ (подпрограммы типа “Angleco” в комплексе программ 
“Superatom” [1,12-17]) вычисление Cj- символов – обычная процедура. Функции Z и Y – 
билинейные комбинации радиальных функций; их вариации вычисляются просто. 
Вариации функций Yi, Zi находятся по их дифференциальным уравнениям:   
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 Итак, реализация вариационного принципа приводит в результате к системе 
дифференциальных уравнений (система обыкновенных дифференциальных уравнений 
Дирака для радиальных компонент, уравнений Бесселя, уравнений для интегралов 
второго порядка ТВ и т.д.).   

В заключение автор выражает глубокую благодарность проф. Глушкову А.В. за 
полезные советы и критические замечания. 
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Нова чисельна апроксимація поправки на поляризацію вакууму полем ядра  
в кулонівських системах.  Хецеліус О.Ю. 
Розвинуто новий підхід до оцінки поправки на поляризацію вакууму полем ядра в кулонівських системах, 
включаючи важкі і надважкі  скінченні фермі-системи. Новий підхід природньо включається у загальний  
формалізм КЕД теорії збурень з використанням калібровочно-інваріантних базисів релятивістських 
біспінорів у нульовому наближенні.  
Ключові слова: теорія збурень, поляризація вакууму, нова апроксимація 
 
New numerical approximation of correction due to the vacuum polarization by nuleus field in the 
Coulomb systems.  Khetselius O.Yu. 
It is proposed a new approach to calculating а correction due to the vacuum polarization by nucleus field in the 
Coulomb systems, including  heavy and superheavy finite fermi-systems. New approach is naturally included to 
а general  formalism of QED perturbation theory with using gauge-invariant basises of relativistic bi-spinors in 
the zeroth order. 
Keywords: perturbation theory, vacuum polarization, new approach. 
 


