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 На основе нового метода описания гидрологических систем, базирующегося на 
многофакторном системном подходе и мультифрактальном формализме,   проведено 
численное моделирование (на примере р.Дунай)  флуктуационных временных трендов изменения 
годового стока и выявлен феномен генезиса фрактальных размерностей. 
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Введение. В настоящее время по-прежнему крайне актуальной является 
разработка высоко эффективных, адекватно отражающих физику гидрологического 
цикла математических моделей, обладающих достаточно высокой степенью 
корректности и прогнозируемости [1-18].  К числу традиционных подходов к 
моделированию характеристик речного стока следует, естественно, отнести так 
называемые динамические модели расчета и прогноза, базирующиеся на 
использовании гидродинамических уравнений типа Навье-Стокса или более простого 
варианта гидродинамических уравнений типа Сен-Венана [1]. Хотя динамические 
модели обладают рядом весьма важных, хорошо известных достоинств, их корректная 
реализация по-прежнему далека от удовлетворительного уровня. В последние годы 
развитие получил ряд более простых в вычислительном отношении моделей типа 
«black-box» моделей [7-14], а также относительно новый класс моделей, основанных на 
использовании аппарата функций отклика  [5-7].  Как частный случай искомого 
подхода, могут рассматриваться  системные модели с «множеством входов» и «одним 
выходом». В числе таких моделей следует упомянуть так называемые модели типа 
Arime-Nonline [10,11], а также модели типа OSEU-Hydro-MSFR [12-17], базирующиеся 
на многофакторном системном и мультифрактальном формализмах.   В отличие от 
классических или полуэмпирических моделей описания характеристик речного стока в 
указанных моделях более адекватно отражена физика гидрологического цикла. Между 
тем, для них также важной проблемой остается адекватная калибровка и более 
детальное изучение внутренних симметрий.  

В целом, несмотря на наличие огромного числа различных моделей, в том числе, 
для моделирования годового стока рек, дальнейшее развитие многофакторного 
системного и мультифрактального метода остается, на наш взгляд,   крайне  актуальной 
гидрологической задачей. Ранее модель OSEU-Hydro-MSFR  с успехом применена для 
решения задач описания гидрологических характеристик, в частности, при описании 
экстремальных гидрологических явлений [12,16,17]. Тестовые расчеты и сравнение 
теоретических данных с данными наблюдений по расходам, соответствующим 
экстремальным паводкам на примере р. Дунай, продемонстрировали достаточную 
эффективность модели OSEU-Hydro-MSFR  и удовлетворительное согласие теории с 
данными наблюдений [11]. В данной работе на основе модели OSEU-Hydro-MSFR [12-
17] проведено численное моделирование (на примере р.Дунай)  флуктуационных 
временных трендов изменения годового стока и также выявлен феномен генезиса 
фрактальных размерностей. Важным является дальнейшее усовершенствование 
подхода, связанное с использованием алгоритма Grassberger-Procaccia [3]. 



Многофакторный системный и мультифрактальный подходы 
_________________________________________________________________________________________ 

                Вісник Одеського державного екологічного університету, 2009,  вип.7                               187

Метод расчета. Поскольку искомый подход детально излагался в целом ряде 
публикаций, здесь мы ограничимся лишь изложением ключевых аспектов метода 
моделирования. Согласно, [12,14] характеристическая функция выхода нелинейной 
системы определяется суммой нелинейной компоненты, определяемой мгновенным и 
запаздывающим откликом системы, и линейной компоненты, связанной с линейным 
откликом системы. Мастерное уравнение для функции выхода   
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где j=1,2,…,J – число независимых входов (в т.ч., обусловленных дождевыми 
осадками), J – число мини водосборов (в сумме дающих полный водосбор), n –число 
временных интервалов, которые соответствуют дождевым осадкам, дающим  вклад в 
мгновенную и запаздывающую составляющие стока (нелинейная часть общей 
«памяти» водосбора ), l – число аналогичных временных интервалов (линейная часть 
общей «памяти»), (n+l) – длина полной «памяти» модели, P – матрица осадков j 
входной серии, соответствующей j-ой мини-водосборной площади; −kiU , обозначает 
дискретные серии ординат нелинейной части функции отклика, которые суммируются 
далее, скажем, в коэффициент стока, −iU то же для линейной части.  

Модель калибруется по числу серий отдельных данных по дождевым осадкам и 
соответствующему стоку. Уравнение (1) с учетом р (р=1, NN) числа серии  данных 
записывается в следующем виде 
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Решение уравнения (2) для калибровочной серии N значений расходов Q1,Q2,..,QN  
естественно представимо в вектор-матричной форме 
 
                                                   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )JJ UPUPUPQ +++= …2211 .                                 (3) 
 Уравнение (1) может быть также записано в виде    
 

                                                                           Q = PU,                                                         (4) 
где Р – матрица размером (N , M),   
                                                              ( ) ( ) ( )[ ]JPPPP ,,21 …=                                                (5) 
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mm . В результате {PTP} является квадратной ( MM × ) симметричной 

матрицей и U – ( 1×M ) вектор (столбец). Далее решение уравнения (3) осуществляется 
стандартными численными методами [12-18].  

Для выявления фрактальных особенностей во временных рядах флуктуаций 
речного стока ранее обычно используется классическая версия мультифрактального 
формализма. Фундаментальной характеристикой является мультифрактальный спектр. 
Для однородных фракталов скейлинг описывается одной фрактальной размерностью. 
Неоднородные или мультифрактальные объекты обычно характеризуются спектром 
D(q) фрактальных размерностей (фрактальная размерность равна D(0), а функция D(q) 
обычно трактуется как мультифрактальный спектр). С математической точки зрения, 
ключевая задача мультифрактального формализма (вычисления мультифрактального 
спектра) сводится к нахождению сингулярного спектра  f(α) меры  µ.   
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Он ассоциирует хаусдорфову размерность с сингулярным показателем α, что позволяет 
вычислить степень сингулярности  Nα(ε) = ε-f(α),  где  Nα(ε) есть число гиперкубов, 
необходимых для того, чтобы охватить меру и ε-размер каждого гиперкуба. Функция 
распределения Z извлекается из этого спектра  
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   for   ε → 0.                              (6) 

          Здесь τ(q) есть спектр, который может быть получен путем преобразованием 
Лежандра сингулярного спектра f(α). Соответственно, из спектра  τ(q)  может быть 
получен спектр обобщенных фрактальных размерностей   
                                                               ( )

( )1−
τ

=
q

qDq
.                                                             (7)    

Более детально численные аспекты определения спектра на основе классического 
фрактального формализма изложены, например, в [3,12].  Более эффективным, прежде 
всего, в вычислительном отношении оказывается метод Grassberger-Procaccia [2], 
называемый также методом корреляционной размерности. В последние годы этот 
подход с успехом был имплементирован нами в многофакторный системный и 
мультифрактальный формализм при решении целого ряда задач гидрометеорологии, 
климатологии и гидроэкологии  [12,19-22].  Корреляционный интеграл функции C(r) 
для выявления различий между хаотическими и стохастическими системами, в рамках 
алгоритма Grassberger-Procaccia [3] определяется следующим образом 
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где H – ступенчатая функция Хевисайда, H(u) = 1 для u > 0 и H(u) = 0 для u ≤ 0; r – 
радиус сферы с центром в yi или yj; N – длина временного ряда. Если временной ряд 
характеризуется аттрактором, то корреляционный интеграл C(r) соотносится с 
радиусом r посредством 
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где d2 – корреляционная размерность, которую можно определить как наклон линии в 
координатах log C(r) и log r посредством среднеквадратического подбора прямой 
линии в некотором диапазоне r, называемом диапазоном масштабирования. 
Фактически, искомый алгоритм позволяет непосредственно получить данные о 
фрактальных свойствах системы, а также крайне важную информацию о поведении 
динамических переменных системы.  

Результаты расчета и выводы. Мы выполнили численное моделирование на 
основе модели  OSEU-Hydro-MSFR флуктуационных временных трендов изменения 
годового стока  р. Дунай в период с 1901г. по 2011г. (рассматривался участок р. Дунай 
от станции Devin (Bratislava) до станции Achleiten; см. рис.1). Детальное описание 
искомого участка дано в работе [11]. С целью сравнения прогностических 
возможностей моделей OSEU-Hydro-MSFR и Arime-Nonline [11],  калибровка первой 
Тестовые расчеты продемонстрировали достаточно хорошее согласие выходных обоих 
моделей. На рис.1 представлены расчетные данные (сплошные кривые) по годовому 
стоку (в м3/с), соответствующие станциям: 1 - Bratislava (QBL), 2- Kienstock (KNS), 3- 
Achleiten (ACL), 4 – Nagymaros (NMR).  
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Рис. 1 -  Схема участка р. Дунай от станции Devin (Bratislava) 

до станции Achleiten. 
 

Анализ показывает, что модель OSEU-Hydro-MSFR предсказывает временные 
флуктуации годового стока в очень близком согласии  (отличие не превышает 2-4 %) с 
данными модели Arime-Nonline [11]. При этом, в отличие от последней, она является 
строго ab initio моделью. Сравнение полученных расчетных данных с наблюдаемыми 
[11] показывает, модель OSEU-Hydro-MSFR обеспечивает  достаточно хорошее 
согласие искомых данных и позволяет отследить количественно приемлемо изменения 
годового стока на достаточно длительном временном интервале. Естественно, модель 
допускает дальнейшей улучшение за счет более адекватного учета нелинейности 
системы, прямого включения в схему функций отклика и т.д. [12,13]. Далее была 
выполнена оценка спектра фрактальных размерностей для рядов годового стока на 
участке р. Дунай от станции Devin (Bratislava) до станции Achleiten. Расчет показал, что 
соответствующие фрактальные размерности лежат в интервале [1.4-1.9]. Зная 
соответствующий мультифрактальный спектр, далее решается задача восстановления и 
прогноза стока [6,8,15]. Подробно наша версия OSEU-Chaos-FRC метода прогноза 
характеристик стохастических систем изложена в работах [19-22] и базируется на 
формализме Grassberger-Procaccia [3] и нелинейном алгоритме прогноза [12,13]. 
Проведенная нами оценка изменений годового стока (на период до 2011г 
включительно) также приведена на рис.2 (кривая с кружочками). Отметим, что наш 
прогноз находится также в отличном согласии с аналогичными данными, полученными 
в рамках модели Arime-Nonline [11] (вплоть до 2008г.). В заключение следует обратить 
внимание на численную близость полученных нами значений фрактальных 
размерностей в случае флуктуаций годового стока речных систем с аналогичными 
значениями характерными для динамических характеристик родственных 
гидрометеорологических  и экологических систем [19-22], для которых также 
свойственно хаотическое поведение характеристических динамических переменных.  
Искомый эффект является проявлением более фундаментального феномена генезиса 
фрактальных размерностей в родственных (диссипативных, фрустрированных) 
динамических системах  (см. комментарии в работах [12-14,19-22]). Недавно подобный 
феномен был открыт и в такой достаточно сложной и экзотической системе как система 
“космическая плазма – галактические космические лучи- турбулентные пульсации в 
планетарной атмосферной системе” [23].  
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Рис. 2 - Серии значений годового стока для 4 станций в р-не Братиславы (для р. Дунай) 

и прогнозные значения (кривые с кружками).   
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Багатофакторний системний та мультифрактальний підходи у моделюванні річного стоку                           
(р. Дунай). Глушков О.В., Сербов М.Г., Балан А.К. , Лукаш Т.В. 
На підставі нового методу опису характеристик гідрологічних систем, який базується на 
багатофакторному системному підході і мультифрактальному формалізмі, проведено чисельне 
дослідження  флуктуаційних часових трендів змінення річного стоку (на прикладі  р. Дунай) й виявлено  
феномен генезису фрактальних  розмірностей. 
Ключові слова: метод багатофакторного системного моделювання, мультифрактал, річний  стік 
A multi-factor systems and multi-fractal approaches in modelling the annual runoff (the Danube river). 
 Glushkov A.V., Serbov N.G., Balan A.K. , Lukash T.V. 
It is carried out numerical modelling fluctuate temporal trends for annual runoff (r. Danube) within a new 
method of description for the hydrological systems. The latter is based on the combining multi-factor systems 
approach and multi-fractal formalism. It is discovered the phenomenon of genesis of the fractal dimensions. 
Kew words: multi-factor systems approach, multi-fractal, annual runoff 


