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Динамический хаос в атоме рубидия в высоковозбужденном состоянии (ридбергов атом) 
во внешнем, низкочастотном, электромагнитном поле рассмотрен на основе 
последовательногo непертурбативного квантово-механического подхода: метода 
квазистационарных, квазиэнергетических состояний. Представлен анализ проявления 
эффектов квантовых флуктуаций, стабилизации, дестабилизации, наличия 
фрактальных свойств и особенностей выполнения теоремы Колмогорова-Арнольда-
Мозера (КАМ).  
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Введение.   Среди актуальных задач современной математической физики и 

дифференциальной геометрии особое место занимает класс задач, связанных с 

исследованием совокупности эффектов, определяемых как динамический хаос [1-20]. 

Среди систем, где этот феномен имеет место, особый интерес вызывают квантовые 

системы [1-8]. Дело в том, что его проявление в таких системах, в отличие, скажем, от 

биологических, химических систем и т.д., весьма специфично. Эффект динамического 

хаоса, как правило, проявляется в так называемой квазиклассической области, причем  

граница между дискретным и сплошным спектром соответствует сепаратрисе в 

фазовой плоскости системы. Именно с неё начинается разрушение регулярного 

движения и переход к хаосу. В последнее десятилетие исследование эффекта 

динамического хаоса в квантовых, как правило, в атомных и двухатомных системах 

проводилось во многих лабораториях (см., например, [1-20]). Проявления хаоса был 

открыты в спектре атома водорода в высоковозбужденном состоянии во внешнем 

электромагнитном поле,  зависящем от времени, так называемых ридберговых атомах, 

ангармоническом квантовом осцилляторе и т.д.  Процесс стохастической ионизации  

для ряда атомов, в частности, атома водорода, атомов щелочных элементов, бария, 

помещенных во внешнее микроволновое поле детально рассматривался 

экспериментально и теоретически в работах Галлахера и др. [13-16].   Интерпретация 

эффекта динамического хаоса в атоме водорода  во внешнем поле в терминах теоремы 

КАМ рассмотрена в [12]. В [17] на основе метода численного решения 

нестационарного уравнения Шредингера  изучалась хаотическая ионизация щелочных 

атомов в высоковозбужденном состоянии. В [18] впервые развита последовательная 

квантово-кинетическая теория эффекта хаоса в многоатомных системах. В работах 
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Кассати и др. [3,4], посвященных анализу феномена хаоса методами нелинейной 

классической динамики, искомые эффекты нашли достаточно убедительное 

качественное объяснение. Однако адекватное описание тонких особенностей 

квантового хаоса требует применения численных методов. Данная работа посвящена 

изучению эффекта динамического хаоса в ридберговом атоме Rb во внешнем поле. На 

основе теории квазистационарных квазиэнергетических состояний, операторной теории 

возмущений, метода комплексного вращения координат [8-12] рассчитана зависимость 

квазиэнергии  

как функция параметров внешнего поля и проанализированы эффекты стабилизации, 

дестабилизации, фрактальности, особенностей выполнения теоремы  КАМ. 

Метод квазистационарных, квазиэнергетических состояний и оператор-

ная теория возмущений.    Метод комплексного вращения координат и операторная 

теория возмущений Глушкова-Иванова детально изложены в работах [6-9], поэтому 

ниже мы ограничимся приведением лишь ключевых аспектов искомых теорий, важных 

для понимания приводимых в работе результатов по рубидию. Ключевой момент 

связан с тем, что преобразование координат )exp('  irr  в гамильтониане, оставляя 

неизменными его собственные значения, соответствующие квазистационарным 

состояниям, переводит их собственные функции в пространство квадратично 

интегрируемых функций. В результате задача нахождения энергии сводится к поиску 

собственных значений неэрмитовой матрицы. В качестве стартового базиса 

собственных функций эффективным является использование оптимального базиса 

операторной теории возмущений (аналогично тому как это сделано для атомов 

водорода, цезия и рубидия задаче Штарка [9,11,12]). 

Рассмотрим ридберговый атом во внешнем электромагнитном поле 

)cos()()( ttFtF o  (для циркулярно–поляризованной волны: }0,sin,{cos)( ttFtF o  ). 

В рамках метода ККЭС уравнение на ККЭС имеет вид (используется атомные 

единицы)   

                       
   ,                             (1) )()())(2/1( 2 rErxFLrV EEoz  

 
где  V – модельный потенциал (далее используется потенциал типа Геллмана [11]).    
           После комплексного преобразования координат уравнение на собственные 
значения и собственные функции принимает вид 
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где - невозмущенное значение энергии,  2* 2/ nZE o

n 
        Z* -эффективный заряд. 
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         Квадратичная интегрируемость функций квазистационарных состояний 

обеспечивается при значениях угла комплексного вращения координат , 

определяемых неравенствами 

 
2/12/1 ]})1([arg{2/)](arg[|   NENE , 

 
где N- пороговое число фотонов, необходимое для ионизации.  
          При выборе конечного базиса, на котором диагонализуется (2), комплексные 

собственные значения зависят от  как от параметра. Задавшись определенной 

точностью вычисления, размер базиса можно выбрать таким образом, чтобы его 

вариации не изменяли точности результата. В [11] в качестве базиса предложено 

использовать систему функций задачи Штурма-Лиувилля. Проблема далее сводится к 

стационарной задаче на собственные значения и собственные векторы 

соответствующей матрицы А. Далее обычно ищется лишь одно собственное значение, 

переходящее при включении поля в основное состояние . Решение задачи 

отыскания максимального собственного значения и соответствующего собственного 

вектора далее осуществляется стандартными итерационными методами [6-12]. В  

случае наличия резонанса на атомных уровнях решение усложняется и тогда матрица 

имеет несколько близких по модулю собственных значений (для их разделения 

используется q-p алгоритм). Наконец, сдвиг К и вероятность Р ионизации основного 

состояния атома определяются стандартными выражениями 

o
nE

 

EFK o  Re4/2  ,   .                                     EFP o  Im2/4
 
 

Результаты расчета и выводы. Ниже приведем результаты расчета и анализ 

проявления эффектов квантовых флуктуаций, стабилизации, дестабилизации, 

фрактальных свойств и особенностей выполнения теоремы  КАМ для атома рубидия. 

Во многом анализ оказывается аналогичен другим подобным системам (см. [8,11,12]). 

Теоретические и численные оценки [3,10,12] показывают, что при  ( - 

начальное возбужденное состояние) и напряженности поля 

 движение электрона переходит в хаотический режим, 

имеет место далее диффузия по состояниям спектра и ионизация. При 

13  oo n
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0  

критическое значение поля приближается к  статическому пределу .13,0o С ростом 

0 (при условии 0 <1) значения критического поля (для ионизации) растет. Если 

0 >1  (электрон находится достаточно далеко от ядра) действие внешнего поля 

приводит  к осцилляциям электрона около его кеплеровской орбиты с частотой 
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)/(2 mFo . Отметим, что условие 1/  S , выполняемое при                        

m/FF stab0   (-  параметр), определяет границу стабилизации. Искомая граница 

располагается значительно выше, чем граница статической ионизации и хаоса. Для 

получения атомов в поле в состояниях, принадлежащих области стабилизации, процесс 

включения поля должен быть следующим:  время включения поля должно быть 

меньше орбитального периода электрона  и справедливо условие: . 

Ионизация будет иметь место после 1-го орбитального периода. Граница 

дестабилизации дается формулой:  ( ). Важно 

подчеркнуть, что существование области стабильности атома в поле получено не 

только в рамках классического (“Kepler map”) динамического моделирования 

(формально классика работает при условии  , но и на основе квантово-

динамического описания движения (“Kramers map”) [2,3]. Отметим, что  область 

стабильности системы понимается и в смысле теоремы КАМ. Выполненный в 

настоящей работе численный расчет динамики атома рубидия в электромагнитном поле 

подтвердил существование области стабилизации, лежащей выше границы хаотической 

динамики. Применение мультифрактального формализма (использована программная 

версия [19,20]) показывает, что  нашей системе присущи фрактальные свойства, в 

частности,  спектр фрактальных размерностей лежит в интервале [1,3-1,9]. Важно 

отметить, что экспериментальное исследование микроволновой ионизации атомов 

рубидии детально выполнено так называемой Virginia group [13-16]. На рис.1 

приведена рассчитанная зависимость масштабированного порога ионизации n0F10%(t) от 

масштабированной частоты для атома Rb в микроволновом поле частоты  /2=36 GHz 

и различных временах взаимодействия «атом-поле» t. Время взаимодействия 

варьируется от t =128 2/ (кружки), до t = 327 2/ (квадраты), t = 759 2/ 

(звездочки) и t = 1029 2/ (крестики). Наблюдается уменьшение наклона  n0F10%(t) с 

увеличением времени взаимодействия « атом-поле» t.  Важно подчеркнуть, что 

полученные нами данные находятся в полном согласии с данными весьма сложных 

расчетов [17] и экспериментом. Отметим, однако, что наш подход оказывается в 

вычислительном отношении значительно проще методики [17]. 
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Рисунок 1 – Масштабированный порог ионизации n0F10%(t) как функция 
масштабированной частоты для Rb в поле частоты  /2=36 GHz и различных времен 
взаимодействия « атом-поле» t. Время взаимодействия варьируется от t =128 2/ 

(кружки) до t = 327 2/ (квадраты), t = 759 2/ (звездочки) и t = 1029 2/ (крестики) 
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Динамічний хаос у високозбуджених станах рідбергових атомів у зовнішньому   полі на прикладі 
Rb і  теорема Колмогорова-Арнольда-Мозера. 
Ігнатенко А.В., Ігнатенко В.М., Середенко С.С., Гура В.I. 
Динамічний хаос в атомі рубідія (рідбергових атомах) у високозбудженому  стані у зовнішньому 
низькочастотному електромагнітному полі розглянуто на підставі послідовного квантово-механічного 
підходу- метода квазістаціонарних квазіенергетичних станів. Представлено аналіз прояву ефектів 
квантових флуктуацій, стабілізації, дестабілізації, наявності фрактальних властивостей та 
особливостей виконання теорeми Колмогорова-Арнольда-Мозера.   
Ключові слова: динамічний хаос, рідберговий атом у високозбудженому  стані, зовнішнє  поле, теорема 
Колмогорова-Арнольда-Мозера  

 
Dynamical chaos in highly excited states of rydberg  atoms  in an external field on example of Rb and 
Kolmogorov-Arnol’d-Mozer theorem.   
Ignatenko А.V., Ignatenko V.M., Seredenko S.S., Gura V.I. 
Dynamical chaos in Rb atom in the highly-excited state in the external low-frequency electromagnetic field is 
studied within consistent non-perturbative quantum-mechanical approach -quasistationary quasienergy states 
method. The quantitative analysis of the quantum fluctuations, stabilization and destabilization effects, the 
fractal properties availibility and the Kolmogorov-Arnol’d-Mozer theorem  fulfilling is presented.  
Keywords: dynamical chaos, Rydberg atom in highly-excited state, external field, Kolmogorov-Arnol’d-Mozer 
theorem.  
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