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В работе предлагается метод вычисления дифференциальных инвариантов рас-
слоений  : Rn  R. Найдены явные формулы для вычисления дифференциальных 
инвариантов второго порядка. 
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Введение. Действие структурной псевдогруппы Ли.Рассмотрим субмерсии 
 : Rn  R и псевдогруппу Г порождённую движениями евклидова пространства  и 
диффеоморфизмами прямой R. В работе [1] описано продолженное действие Г на про-
странствах К-струй 

nR

 R,RnKJ . В случае К = 2 координатами в  R,R2 nJ  являются наборы 

(xi, u, pi, рij). Размерности пространств  R,R2 nJ  будут равны  

  2

2

2 R,Rdim  n

n CnJ . 

Базис алгебры Ли псевдогруппы Ли Г образуют векторные поля 
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Дифференциальные инварианты второго порядка это функции на  инвари-

антные относительно продолжения действия Г в 

 R,R2 nJ 
 R,R2 nJ . 

Алгебра Ли псевдогруппы отождествлена с алгеброй Ли контактных векторных по-
лей х1 [3,4] с производящими функциями вида: 
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Общую формулу для нахождения  2
fX  см. в [3]. В частности когда , то   uhf 
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В работе [1] показано, что размерность орбиты общего положения в  равна 

, поэтому размерность алгебры инвариантов второго порядка равна 
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Нахождение дифференциальных инвариантов второго порядка. Пусть 
 ijii ppuxg ,,,   дифференциальные инварианты второго порядка, тогда g является пер-

вым интегралом для контактных векторных полей  2
fX  вида (1) с производящей функ-

цией . Кроме того g инварианты группы движений. Отсюда следует, что  uh

 iji ppgg , . Подмногообразие  
0

,, p
pux в многообразии  R,R1 nJ  является орбитой 

псевдогруппы Г, и орбиты общего положения в пространстве  R,nR2J  определяются 

своим пересечением со слоем проекции    RR,R2 nJ  ,R1 nJ .  

Для нахождения инвариантов второго порядка фиксируем точку    p,0,0  R,R1 nJ , 

. Слой F проекции   0...,,1  nppp  R,R2 nJ    R,R1 nJ  образован симметрическими тен-

зорами ijpr  , которые мы будем отождествлять с квадратичными формами на про-

странстве . Пересечение орбиты псевдогруппы Г со слоем F суть орбиты подгруппы 
Н сохраняющей данную точку р. Тем самым элементы подгруппы Н  это, во-первых, 
вращения сохраняющие ковектор р, а во-вторых, трансвекции, то есть преобразования 
вида:  . Здесь через р2 обозначен квадрат ковектора p, то есть квадра-

тичная форма вида 

nR

ptr  2r  Rt 
ji pp . Рассмотрим подпространство  пространства , образо-

ванное такими векторами х, что 

nR~ nR

0, xp . Обозначим через  ограничение квадрики r 

на . Тогда действие группы Н определяет действие подгруппы вращений, сохра-
няющих ковектор p на квадратичных формах . Инварианты этого действия и опреде-
ляют дифференциальные инварианты второго порядка псевдогруппы Г. В качестве этих 
инвариантов (см. [1]) можно выбрать коэффициенты I1, I2, ..., In-1 характеристического 
многочлена, отвечающего r~

r~

nR~

r~

1n
2

1
 nI1 ...~det   n IrE .  

Обозначим е1, е2, ..., еп-1 ортонормированный базис формы  в . Трансвекции не 
меняют инварианты I1, I2, ..., In-1, а так же собственный базис е1, е2, ..., еп-1. Значение 
формы r на ковекторе p выбором трансвекции всегда можно сделать нулевым. При 
этом форма r перейдёт в форму 

r~ nR~
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Значения формы r0 на парах векторов р и ек дают инварианты группы Н. Инвариан-
тами I1, ..., In-1, g1, ..., gn-1 исчерпываются все инварианты второго порядка [1]. 

Пример. 
1. Пусть n = 2. Тогда прямая   порождена вектором 2

~E

 121 ,1 pp
p

e   

и квадрика r~  на прямой  имеет вид: 2
~E

   2
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Учитывая инвариантность I1 относительно векторного поля  
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Соответственно, получаем 
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Отметим, что инвариант I1 вычисляет кривизну кривой семейства, а инвариант g1 
равен квадрату кривизны ортогональной траектории семейства [2]. 

Приведём другой метод вычисления дифференциальных инвариантов второго по-
рядка. Опишем действие группы Ли в  R,R2 nJ . Рассмотрим пару , где  pr ,  ijpr    

симметрический 2-тензор, 0 ipp  ковектор. Пусть Г2  группа преобразований из 

нашей псевдогруппы Г, сохраняющая точку  a,0,0    R,R2 nJ  и действующая на 

слое F проекция  

    :   R,R2 nJ  R,R0 nJ  uxrpux ,,,,  . 

 
Нетрудно видеть, что группа Г2 порождена вращениями A  SO(n) 

 prA ,:   pAArA ,                                                          (I) 

масштабными преобразованиями 

    R,,, 2  prp                                                           (II) 

и трансвекциями 

    2,, prprp  , R .                                                  (III) 

 
Действие алгебры Ли Г2 эффективно, а поэтому размерность пространства орбит 

F/Г2 равна 

  22dimFdim/Fdim 22  n . 

 
Опишем орбиты действия группы SO(n) на слое F. С этой целью представим пару 

(p, r) как симметрическую 2-форму r̂  на (n + 1)-мерном пространстве, задаваемую мат-
рицей  
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Каждое преобразование A  SO(n) определяет вращение  

 1
10

0ˆ
 nSO

A
A . 

При этом  
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 .                                                                          (3) 

 
Поэтому действие (I) эквивалентно действию (3) подгруппы SO(n)  SO(n + 1) на 
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пространстве симметрических (n + 1)  (n + 1) матриц. Положим 
 

       ,ˆ,1 rtrrtrrpt     ,ˆ
, 2

2 rtrrpt   ...,    1
1 , 

  n
n rtrrpt .                    (4) 

 
Тогда, очевидно, что   полная группа инвариантов действия группы 

SO(n + 1). Эти функции также инварианты действия подгруппы SO(n) [4,5]. 
11 ...,, ntt

Обозначим через    rprp n 1111 ...,,   собственные числа матрицы r̂ . Тогда 

существует ортогональное преобразование    111   nSOAr nAn , приводящее матри-

цу r̂  к диагональному виду  ijinn ArA   11 .            Это преобразование определено 

с точностью до элементов  1 nSOS  являющихся симметриями диагональной матри-

цы iji  , т.е. (для орбит общего положения)  с точностью до элементов группы 

, порожденной преобразованиями  1n  ;1 nSO jiij   , где   диагональные 

матрицы с 1 на диагонали на всех местах, кроме i-го и j-го, где стоят  1. 
ij

Как известно,     nSnSOnSO  /1 .Пусть   1n
nSM   пространство орбит дейст-

вия группы  на сфере Sn. Тогда каждая функция f на М определяет   инва-

риантную функцию на Sn и SO(n)  инвариантную функцию на  которую мы 

по-прежнему будем обозначать через f. Определяем SO(n)  инвариант  на простран-

стве матриц  типа (2), положив 

 1n

r

 1n

 1nSO

fI

           rAfrI nf 1 .                                                       (5) 

 
Обозначим через  пространство гладких функций на п-мерной сфере Sn, ин-

вариантных относительно действия группы 
 MC

 1n . Тогда формула (5) дает описание 

инвариантов относительно действия (1). Эти функции автоматически инварианты отно-
сительно масштабных преобразований (II). Чтобы исключить преобразования (III) дос-
таточно рассмотреть такие пары (p, r) в которых тензор r обращается в нуль на ковек-

торе р. Для этого достаточно перейти к паре    0, rp, rp  , где  
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Здесь ;      jiij pppppr ,    2; ippp ,   ji ppp 2 . 

Итак функции , ,   0
fI  M Cf  0

0 , rpII ff   являются инвариантами группы Г2. 

Функции , ...,    01
0
1 ,, rptrpt      01

0
1 ,, rptrpt nn    определяют инварианты SO(n)-

действий и действия (III), но  

   rptrpt i
i

i ,, 00  . 

 

Поэтому функции    
  j

j
j

rpt

rpt
rpT

,

,
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0

 , j = 1, ..., n + 1 является инвариантами группы Г2. 

Окончательно получаем следующий результат.  Теорема. Дифференциальные ин-
варианты 2-го порядка порождены функциями:    rpTrpT n ,...,,,1  1 и  I f

0 е rp, , гд

 M Cf . 
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